Grundzüge 



einer 



allgemeinen 
Theorie der 



Oberflächen 




Luigi Cremona, 
Maximilian Curtze 



Digitized by Google 



Digitized by Google 



Digitized by Google 



ff<si'. /sG? 

GRUNDZÜGE 

EINER 

ALLGEMEINEN THEORIE 

DER 

OBERFLÄCHEN 

IM 

SYNTHETISCHER BEHANDLUNG. 

i 

VON 

Dr. LUDWIG CREMONA, 

PROFESSOR DER HÖHEREN -GEOMETRIE AN DER KÖNIQL. POLYTECHNISCHEN 

SCHULE ZU MAILAND. 

UNTER MITWIRKUNG DES VERFASSERS INS DEUTSCHE ÜBERTRAGEN 

VüK 

MAXIMILIAN CÜRTZE, 

ORDENTLICHEM LL11UK K AM OVMKA81ÜM ZV THORN. 



AUTORISIERTE AUSGABE. 



BERLIN 1870. 
S. CALVARY & COMP. 

OBERWAS8ER- STRASSE 11. 



:■ 



Digitized by Google 



HERRN GEHEIMEN-REG1ERUNGSRATH UND PROFESSOR 

Dl JOHANN AÜGÜST GRUNERT 

IN 

GREIFSWALD, 
SEINEM VEREHRTEN LEHRER 

GEWIDMET 

VOM 

ÜBERSETZER. 



Digitized by Google 



Hochverehrtester Herr Professor! 



Als Sie mir vor fast drei Jahren als Geschenk des Herrn Ver- 
fassers die erste Abtheilung de9 Werkes übersandten, das ich in 
deutschem Gewände Ihnen darzubringen mir erlaube, sprachen Sie 
in der begleitenden Zuschrift gegen mich den Wunsch einer Ueber- 
setzung au9, den ich hierdurch verwirklicht habe. Ihr Rath kam 
meiner Neigung entgegen, der Herr Verfasser gab mit liebens- 
würdiger Bereitwilligkeit seine Einwilligung zur Uebersetzung 
und verschaffte mir auch die Zustimmung der Accademia delle 
Scienze dell Istituto di Bologna zu diesem Unternehmen, in 
deren Memorie (II» Serie, T. 6°, p. 91—136; T. 7°, p. 19—78) 
das italienische Original zunächst erschienen ist. Der Titel des- 
selben lautet in der Separatausgabe »PRELIMINARI DI UNA* 
TEORIA GEOMETRICA DELLE SUPERFICIE. DI LUIGI 
CREMONA Professore presse- il R. Istituto Teenico Superiore 
di Milano. Si vende presso il Tipografo Francesco Zanetti 
Milano, via del Senato, 26.« Dasselbe bildet die Fortsetzung zu 
dem früher erschienenen Werke desselben Verfassers »1NTRO- 
DUZIONE AD UNA TEORIA GEOMETRICA DELLE CURVE 
PIANE. PEL Dr. LUIGI CREMONA, $wf M *ot* 31 q^iuttU 

Supetww Httta, Ä. TWewUa dl liWogu*. BOLOGNA, TIP! GAM- 

BERINI E PARMEGGIANI. 1862.« Jener gelehrten Körper- 
schaft und dem Herrn Verfasser erlaube ich mir bei dieser Ge- 
legenheit für ihre gütige Erlaubniss meinen aufrichtigen Dank 
auszusprechen. 

Mein verehrter Freund, Herr Professor Cremona, ging 
aber noch weiter. Er hat dem Original eine grössere Zahl hand- 
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schriftlicher Zusätze beigefügt, die im Vereine mit dem dritten 
Theile, der ebenfalls im Originale nicht vorhanden ist, der Ueber- 
setzung in Bezug auf Vollständigkeit der Untersuchungen wohl 
einigen Vorzug vor jenem geben , wenn es auch unmöglich sein 
dürfte, in der Uebertragung den glänzenden, gefälligen Stil des 
Originals zu erreichen. 

Das letzte Capitel des zweiten Theiles und der ganze dritte 
Theil sind die Uebersetzung der Capitel IV — XI der grossen Ab- 
handlung des Herrn Verfassers Uber die Flächen dritter Ordnung, 
weicher 1866 die Hälfte des Steinerschen Preises durch die Ber- 
liner Akademie zuerkannt wurde *), und die in den ersten beiden 
' Heften des 68. Bandes des » Journals für die reine und ange- 
wandte Mathematilc*. unter dem Titel erschienen ist: Mömoire de 
Geometrie pure rar let lurfaces du troisieme ordre. (Par L. Che- 
mona a Milan). € Die ersten drei Capitel dieser Abhandlung kann 
man als einen kurzen, nur das für die cubischen Flächen Nöthige 
zusammenfassenden Auszug aus dem italiänischen Werke ansehen. 

Dass mir vergönnt war, diese wichtige Abhandlung meiner 
Uebersetzung einverleiben zu dürfen, verdanke ich zunächst dem 
Herrn Verfasser, der mir die Erlaubniss zu dieser Arbeit von dem 
Herausgeber des Crelle-Borchardtschen JournaU Herrn Professor 
Bobchardt und dem Verleger desselben, Herrn Buchhändler 
Reimer in Berlin erwirkte. Beide Herreu haben dazu ihre freund- 



') Die andern Hälft« wurde Herrn Dr. Rudolf Stukm nerkannt, dessen Werk, 
höchst instruetir und reich an Resultaten, unter dem Titel reroffentlicbt ist: Syn- 
tetUehe Untertuchungen über Flächen dritter Ordnung, Leipzig 1867. 
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liehe Einwilligung bereitwilligst ertheilt, wofür ich ihnen hierdurch 
meinen verbindlichsten Dank auszusprechen nicht unterlassen kann. 

Um Ihnen einen schnellen Ueberblick über den Umfang der 
Zusätze zu geben, durch welche die deutsche Ausgabe gegen das 
italiänische Original erweitert ist, erlaube ich mir hier eine Gegen- 
überstellung der Nummern oder Paragraphen des Originals und 
der Uebersetzung folgen zu lassen. 

Obig im al: Uebbrsetzuno : 

No. 1-44 = No. 1—44 

........ No. 45—47 (Neu). 

No. 45—57 - No. 48—60. 

No. 61 *)— 76 = No. 61—76. 

No. 77-82 (Neu). 

No. 77-90 = No. 83-96. 

No. 97—112 (Neu). 

No. 91—95 = No. 113-117. 

No. 118—119 (Neu). 

No. 96-116 — No. 120-140 

No. 141 (Neu). 

No. 117 No. 142. 

No. 143 (Neu). 

No. 118-131 —t No. 144—157. 

No. 158-289 (Neu). 

Herr Professor Crzmona hat die weitere Freundlichkeit gehabt, 
auf meine Bitte die Probeabzüge einer genauen Correctur zn unter- 

l) Die Nummern 68-60 fehlen im Originale. 
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ziehen, damit dadurch etwaige Missverständnisse meinerseits ver- 
mieden wOrden. Welcher Dienst der Uebersetzung dadurch ge- 
leistet ist, kann nur ich hinreichend würdigen. 

Was die Uebersetzung selbst anbetrifft, so habe ich mich 
streng an das Original gehalten, ich habe nur mit Billigung des 
Herrn Verfassers die Bezeichnung durch das ganze Werk in der 
Art einheitlich gemacht, dass ich Puncte durch kleine deutsche 
Buchstaben, Curven durch dergleichen lateinische, Flächen durch 
grosse lateinische Buchstaben bezeichnete. Zahlenwerthe , also 
auch die Zahlen für die Singularitäten der Curven und Flächen, 
sind durch griechische Typen gegeben , Abkürzungssymbole, wie 
Summenzeichen u. dgl., durch grosse deutsche Buchstaben. 

Da in der Abhandlung Uber die Flächen dritter Ordnung 
die Litteraturnachweisungen nur spärlich unter dem Texte gegeben, 
dagegen die benutzten Schriften in der Einleitung zusammenge- 
gestellt sind, so glaube ich im Sinne des Herrn Verfassers zu 
handeln, wenn ich diesen Quellennachweis Ihnen hier ebenfalls 
vorlege. 

Ausser der Abhandlung Steiners, die den Gegenstand der 
Preisfrage bildete (lieber die Flächen dritten Grades, 1856) und 
den Werken und Memoire allgemeinen Inhalts von Chasles, 
Hesse, Jon-queres und Anderen, sind speciell folgende Abhand- 
lungen über die Theorie der cubischen Flächen benutzt worden: 

August, Disquisitionea de superßcübus tertii ordinis (Diaser- 
tat io inauguralis. Berolini 1862); 
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BftioacHi, Intorno ad alcune proprietä delle svperficie del terzo 
urdine (Annali di scienze matematiche e fisiche, Roma 1855); 

Cayley, On the triple tangent plane» of surfaces of the third 
order (Cambridge and Dublin mathematical Journal, T. 4. 1849); 

Clebsch, Zur Theorie der algebraischen Flächen (Crcllcs Jour- 
nal, Bd. 58, 1860); 

Clebsch, Ueber eine Transformation der homogenen Functionen 
dritter Ordnung mit vier Veränderlichen (Ebendaselbst); 

Clebsch, Ueber die Knotenpunkte der Hesseschen Fläche, ins- 
besondere bei Oberflächen dritter Ordnung (Crell. Journ., Bd. 59, 1861) ; 

Clebsch, Zur Theorie der algebraischen Flächen (Crelles Jour- 
nal, Bd. 63, 1863); 

Grassmann, Die stereometrischen Gleichungen dritten Grades 
und die dadurch erzeugten Oberflächen (Crelles Journal, Bd. 49, 
1854); 

Hesse, Ueber die Doppeltangenten der Curven vierter Ordnung 
(Crelles Journal, Bd. 49, 1854); 

Salmon, On the triple tangent planes to a surface of the third 
order (Cambridge and Dublin mathcmatical Journal. T. 4, 1849); 

Salmon, Onguaternary cubics (PhilosophicalTransactions, 1860) ; 

Salmon, Analytic geometry of three dimensions (2* ed. Dublin 
1865); 

Schiaparelli, Sulla trasformazione geometrica delle figure 
ed in particolare sulla trasformatione iperbolica (Memorie dell' 
Accademia di Torino, 1862); 

SchlXpli, An attempt to determine the twenty-seven lines upon 
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a mrface of the tkird order etc. (Quarterly Journal of Mathe- 
metics, T. 2, 1858); 

Schläfli, On the distribution of surfaces of the third order 
into species etc. (Philosophical Transactions, 1863); 

ScuBÖTEH, Nachxceis der 27 Geraden auf der allgemeinen Ober- 
fläche dritter Ordnung (Grelles Journal, Bd. 62, 1863); 

Sylvester, On efimination, transformatton and canonical forms 
(Cambridge and Dublin raatb. Journal, T. 6. 1851). 

Damit übergebe ich denn Ihnen und dem Publicum auch 
dieses treffliche Werk meines verehrten Freundes in deutscher 
Uebertragung und wünsche nur, dass es auch in dieser neuen Ge- 
stalt bei Ihnen und anderwärts eine gleich wohlwollende Aufnahme 
finden möge, wie sie meiner Uebersetzung der Introdutione ad 
una teoria geometrica delle curve piane zu Theil geworden ist. 

Thorn den 1. September 1869. 

M. CüRTZE. 
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,Nisi utile est, quod l'acimus, stulta est gloria." 

Phabobi Fabulat, HI. 17. 



Die wohlwollende Aufnahme, die meine Introduzione ad una 
teoria geometrica delle curve piane l ) bei dieser Akademie und den 
Geometriebeflissenen gefunden , haben mich angespornt, dasselbe 
Unternehmen für die Geometrie des Raumes mit drei Dimensionen 
zu versuchen. Hier ist natürlich der Stoff um Vieles zusammen- 
gesetzter, und das Feld ohne Vergleich viel weiter; es ist mir 
daher Bedürfniss, des Lesers Verzeihung für die Lücken und 
Versehen mir zu erbitten, denen er nur zu häufig, nicht nur 
bei Unbedeutendem, sondern auch bei schwer Wiegendem be- 
gegnen wird. 

Der Hauptzweck dieser Arbeit besteht darin, mit synthetischer 
Methode die wichtigsten Sätze der höhern Geometrie zu beweisen, 
die der Theorie der Oberflächen beliebiger Ordnung angehören, 
und die man in den Werken und Abhandlungen von Salmon, 
Chasles, Steiner, Clebsch,.... analytisch bewiesen, oder wenig- 



i) Memorie dell' Accademia di Bologna, T. 12. (Prima Serie) 
1862. Fortsetzung der Introduzione bilden einige knrze Abhandlungen, die in den 
Annali di Maiematica, welche Professor Tostolini in Rom herausgegeben, reroffent- 
licht sind, nämlich: Sulla teoria delle coniche (T. 5, p. 330); Sopra alcune que- 
stioni nella teoria delle curve piane (T. 6, p. 153); Sulla teoria delle coniche 
(T. 6., p. 179). Von der Introduzione und diesen Zusätzen ist von dem Ueber- 
■etxer vorliegenden Werkes gleichfalls eine deutsche Ausgabe erschienen (Einleitung 
in eine geometrische Theorie der ebenen Curven, Oreifswald 1865). 
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Vorrede de» Verfattera. 



stens ausgesprochen findet *) , und dieselben mit den Resultaten 
meiner eigenen Untersuchungen theils zu verknüpfen, theils durch 
dieselben zu vervollständigen. Um aber der Schrift eine geziemende 
Gestalt zu geben, und um auch Jünglingen den Zugang zu ihr 
möglich zu machen, musste ich mich Uberzeugen, dass es vorteil- 
haft wäre, den Rahmen zu erweitern, und in denselben einige ein- 
leitende Begriffe eintreten zu lassen, welche die Gelehrten ohne 
Zweifel für zu bekannt und zu elementar ansehen werden. Im 
Gegentheil hoffe ich, dass diejenigen, welche das Studium der 
descriptiven Geometrie anfangen, in ihnen diejenigen Lehren finden 
werden, welche gegenwärtig das wirksamste Hilfsmittel darstellen, 
um in diese Wissenschaft einzudringen. 



1) Ausserdem benutzt« ich die Arbeiten toij Mosue, Dupin, Pohcelet, Jacobi, 
Plueceer, Hesse, Grassmaxx, Kummer, Schl aefli, Staudt, JosqciEres, La Goch- 
nerie, Bella Tina, Schröter, Painvin, Bischof, BATTACir.m, Schwarz, Fiedler, 
Rktb u. A. 
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C API TEL I. 

* 

KEGEL. 

1. Kegel ist der Ort einer Geraden (Generatrix, Erzeugende), die sich 
um einen festen Punct oder Scheitel t> nach einem gegebnen Gesetze 
continuierlich bewegt, zum Beispiel, indem sie stets eine gegebne Curve 
schueidet. 

Ein Kegel heisst von der v-ten Ordnung, wenn eine beliebig durch den 
Scheitel gelegte Ebene ihn in v (reellen, imaginairen, getrennten, zusammen- 
fallenden) Generatrixen schneidet. 

Ein Kegel v-ter Ordnung wird von einer beliebigen Geraden in v 
Puncten getroffen, und eine willkürliche Ebene schneidet ihn in einer Curve 
f-ter Ordnung. 

Ein Kegel erster Ordnung ist eine Kbene. 

2. Trifft eine Gerade r einen Kegel in zwei unendlich nahen Puncten 
m, m', so heisst sie Tangente des Kegels in m. Jede Ebene, welche durch 
r gelegt ist, schneidet den Kegel in einer Curve, die r in eben diesem 
Puncte m berührt. Wenn r umgekehrt einen Schnitt des Kegels berührt, 
so ist sie auch eine Tangente des Kegels. 

Die Ebene, welche durch o und die Tangente r gelegt ist, enthält 
natürlich zwei unendlich nahe Generatrixen v m, o m'. Also liegen die Tan- 
genten des Kegels in den verschiedenen Puncten ein und derselben Genera- 
trix o m sämmtlich in eiu und derselben Ebeuc. Diese Ebene heisst Tan- 
gentialebene des Kegels und die Gerade o m Berührungtgeneratrix. 

Ebenso wie zwei unmittelbar auf einander folgende Generatrixen o m, 
o m' in der Ebene liegen, welche längs o m berührt, schneiden sich zwei 
unmittelbar folgende Tangentialebenen, nämlich längs o m und o m\ in der Er- 
zeugenden o m'. Man kann folglich den Kegel sowohl als Ort von Geraden 
(Generatrixen) als auch als Envelvpye von Ebenen (Tangentialebenen) auffassen. 

Crkmoxa. Obtrfläeben J 



2 Erster Theil. [Cap. I. 

Clatse eines Kegel« ist die Zahl derjenigen Tangentialebenen desselben, 
die durch einen beliebig im Räume angenommenen Punct hindurchgehen, 
oder auch durch eine Gerade, welche beliebig durch den Scheitel gelegt ist. 
Ein Kegel erster Classe ist eine Gerade, das heisst ein Büschel von Ebenen, 
die aämmtlich durch dieselbe Gerade gehen. 

Schneidet man den Kegel durch eine beliebige Kbene, so erhält man 
eine Curve oder einen Schnitt, dessen Puncte und Tangenten die Spuren 
der Erzeugenden und der Tangentialebenen des Kegels sind. Diese Curve 
ist daher nicht nur von derselben Ordnung als der Kegel, sondern auch von 
der nämlichen Classe. 

3. Den Singularitäten der Curve entsprechen ebensoviele Singularitäten 
des Kegels und umgekehrt. Wir nennen diejenigen Erzeugenden Doppel- 
(Knoten- oder conjugierte), dreifache, . . . , Stillstand»- oder Rückkehrgenera- 
trixen, welche den Doppelpuncten, den dreifachen Puncten, . . . , und den 
Spitzen des Schnittes entsprechen ; dagegen Doppeltangentialebenen, dreifache 
Tangentiahbenen, . . . . , Wendeebenen diejenigen Ebenen, welche durch v 
gehen, und deren Spuren die Doppeltangenten, dreifachen Tangenten, . . . , 
Wendetangenten des Schnittes sind. Eine Doppelgeneratrix ist die Durch- 
schnitt8gcrade zweier Schalen der Fläche, die reell oder imaginär sein können. 
Werden diese beiden Schalen von ein und derselben Ebene berührt, so geht 
die Doppelgeneratrix in die Rückkehrgeneratrix über. Eine Doppeltangen- 
tialebene berührt deu Kegel in zwei verschiedenen Generatrixen ; eine Wende- 
ebene berührt denselben in zwei unmittelbar folgenden Generatrixen (Beu- 
gung); u. s. w. 

Man bezeichne durch : , 
v die Ordnung und durch 
P die Classe des Kegels; es sei ferner 
<? die Zahl der Doppelgeneratrixen, 
x „ „ „ Rückkehrgeneratrixen, 
r „ „ r Doppeltangentialebenen und 
I * „ r Wendeebenen. 
Da diese nämlichen Zahlen die analogen Singularitäten der ebenen 
Curven ausdrücken, so greifen für sie die Formeln von Plücker ') Platz: 

ß = ►(»-!) — 2d — 3x, 
v = fxüji—l) — 2t — 3<, 
t = 3v(v-2) - M - 3*. 
x = 3/4. «—2) — 6r — S«, 
von denen eine jede die Folge aus deu drei übrigen ist. 

4. Die Eigenschaften der Kegel und im Allgemeinen der Figuren, die 
aus Geraden und Ebenen zusammengesetzt sind, welche sämmtlich durch 
einen festen Punct, den Scheitel, gehen, lassen sich aus denen der ebenen 
Curven und der aus Puncten und Geraden zusammengesetzten Figuren, welche 

') Crkuuna, Einleitung in eine geometritche Theorie der ebenen Curven, 
Nr. 99 u. 100. 
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in einer festen Ebene gezeichnet sind, tierleiten entweder mittelst der Lehre 
von den Projectionen oder der Perspective, oder vermittelst des Princips der 
Dualität. In letzterm Falle entsprechen den Puncten und den Geraden der 
ebenen Figur bezüglich die Ebenen und die Geraden der conischen Figur. 

Wir fügen hier den Ausspruch einiger Lehrsätze hinzu, die aus der 
Theorie der ebenen Curven hergeleitet sind. In ihnen hat man sich vorzu- 
stellen, dass alle Geraden und Ebenen durch den nämlichen festen Punct ge- 
legt sind, welcher der gemeinsame Scheitel aller Kegel ist, deren noch Er- 
wähnung geschehen wird. 

Zwei Kegel you den Ordnungen v, v' nnd den Gassen p, p' haben 
W gemeinschaftliche Erzeugende und pp' gemeinschaftliche Tangentialebenen. 
Besitzen die beiden Kegel längs einer gemeinsamen Generatrix dieselbe Tan- 
gentialebene, so haben sie ausserdem nur noch w' — 2 gemeinschaftliche Gene- 
ratrixen und pp'—2 gemeinschaftliche Tangentialebenen. 

Ein Kegel der v-ten Ordnung oder Gasse, dessen Scheitel gegeben ist, 
wird durch Bedingungen bestimmt. Durch — beliebig gegebene 

Gerade geht nur ein einziger Kegel v-ter Ordnung, und "^"^ beliebig ge- 

gebne Ebenen berühren einen einzigen Kegel v-ter Gasse. Durch die ge- 
meinschaftlichen Generatrixcn zweier Kegel v-ter Ordnung gehen unendlich 
viele Kegel derselben Ordnung hindurch, die einen Coroplex bilden, welchen 
man Kegdbütchel v-ter Ordnung nennt. Ein Kegel v-ter Ordnung kann 
/„ i w„ 2) 

nicht mehr als — — '-- - - Doppelgeneratrixen besitzen — die ltückkehr- 

generatrixen eingeschlossen — , ohne in Kegel niederer Ordnung zu zer- 
fallen. U. 8. w. 

Eine Ebene, die man beliebig durch eine feste Gerade gelegt hat, 
schneidet einen gegebenen Kegel v-ter Ordnung in v Erzeugenden. Dann 
ist der Ort der harmonischen Axen ') /»-ten Grades des Systems der v Ge- 
neratrixen in Bezug auf die feste Gerade ein Kegel p-ttv Ordnung, den man 
den (v-^)-ten Polarkegel der festen Geraden (Polargeraden) in Bezug auf 
den gegebenen Kegel (Fundamentalkegel) nennen kann. Auf diese Weise 
gibt eine gerade Linie v — 1 Polarkegeln Entstehung, deren Ordnungszahlen 
der Reihe nach v— 1, v— 2, . . . , 2, 1 sind. Der letzte Polarkegel ist eine 
Ebeue. Wenn der />-te Polarkegel einer Geraden durch eine andere Gerade 
geht, so enthält umgekehrt der (v — p)-te Polarkegel dieser letzeren Ge- 
raden die entere. Die Polarkegel einer Generatrix des Fundamentalkegels 
berühren denselben längs dieser Generatrix. Die Polarkegel (v — l)-ter 
Ordnung der Geraden einer festen Ebene bilden ein Büschel. Die 
Geraden, welche Doppelgeneratrixen von Polarkegeln (v— l)-ten Ordnung 



') Einleitung, Nr. 19, 68. 
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sind, bilden einen Kegel (den Haaetchen) von der Ordnung S(v— 2), welcher 
den Fundamentalkegel in den Inflexionsgeneratrixen de« letzcrn schneidet, 
u. s. w. ') 

5. Ein Kegel zweiter Ordnung ist auch zweiter Classe und umgekehrt. 
Die Theorie dieser Kegel (Quadrikegel) ist eine unmittelbare Folge der 
Theorie der Kegelschnitte. *) 

Ein Kegel dieser Art kann sowohl als Ort der Durchschnittsgeraden 
zweier entsprechender Ebenen in zwei projectivischen Ebcnenbüscheln 3 ) — 
die immer aU durch denselben festen Punct gehend angenommen werden — 
erzeugt werden, und auch als Enveloppe der Ebenen, welche durch zwei 
entsprechende Strahlen zweier projectivischer Strahlenbiischel hindurchgehen. 
Diese SJrahlenbüschel liegen in verschiedenen Ebenen, haben aber denselben 
Mittelpunct. Umgekehrt erzeugen in einem Quadrikegcl die Ebenen, welche 
durch dieselbe variable Generatrix und bezüglich durch zwei feste Genera- 
trixen gehen, zwei projectivische Büschel ; und eine variable Tangentialebene 
schneidet zwei feste Tangentialebenen in Geraden, welche zwei projectivische 
Strahlenbüschel bilden. *) 

Wir nennen zwei Gerade conjugiert, von denen die eine in der Polar- 
ebene der andern liegt, und zwei Ebenen heissen conjugiert, von denen eine 
jede die Pohtrgerade der andern enthält. Zwei conjugierte Gerade bilden 
mit den beiden Generatrixen des Fundamentalkcgcls, die in ihrer Ebene ent- 
halten sind, ein harmonisches System, und der Winkel zweier conjugierter 
Ebenen wird von den Tangentialebenen des Kegels harmonisch getheilt, 
welche durch die gemeinschaftliche Durchschnittsgerade der beiden ersten 
Ebenen gehen. 

Ein Trieder heisst einem Quadrikegcl conjugiert, wenn jede Kante des- 
selben die entgegenstehende Seitenebne als Polarebene hat. Zwei demselben 
Kegel conjugierte Trieder sind einem zweiten Kegel eingeschrieben und einem 
dritten umgeschrieben. Ist ein Kegel einem Trieder umgeschrieben, das 
einem andern Kegel conjugiert ist, so ist umgekehrt der letztere Kegel einem 
Trieder eingeschrieben , welches dem ersten Kegel conjugiert ist. Zwei 
Kegel haben ein conjugirtes Trieder gemein, dessen Scitenebencn die Diago- 
nalcbenen des vollständigen Tetraeders sind, das durch die gemeinschaftlichen 
Tangentialebenen der beiden Kegel gebildet wird, und dessen Kanten die 



') Einleitung, §. 13 u. 15. 
*) Einleitung, §. 11 u. 18. 

s ) Zwei Ebenenbüachel heissen projeeiivitch , wenn man jedes durch eine 
Ebene, die nicht zu dem Büschel gehört, schneidet, und die dadurch entstehenden 
.Strahlenbüschel projectivisch sind. DoppelterhtUtni»» von vier Ebenen de» Ebenen- 
bütchel» ist das Doppelverhftltniss der vier entsprechenden Strahlen des auf die 
obige Weise entstandenen Strahlenbüschels. 

*) Ckahlks, Mimoire de gtomitrie pure sur let propriiti» giniralet de» eCne» 
du »econd degri. (Noureaox Memoire« de l'Academie de Bruxelles, T. 6; 1830). 
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Durchschnittsgeraden der entgegengesetzten Ebenenpaare sind, welche durch 
die denselben beiden Kegeln gemeinschaftlichen Erzeugenden hindurch- 
gehen ; u. s. w. 

Ein Kegel zweiter Ordnung, der eine Doppelgerade enthält, ist das 
System zweier Ebenen, die durch diese Gerade gehen. Ein Kegel zweiter 
Gasse, der eine Bitangentiafcbene besitzt, besteht aus dem Systeme zweier 
Geraden, die in dieser Ebene liegen. 

Diejenigen Quadrikegel, welche drei gemeinschaftlichen Bedingungen 
unterworfen sind und so beschaffen, dass jeder Kegel durch zwei Gerado 
nur auf eine einzige Weise bestimmt ist, bilden einen Coraplex, den man 
ein Netz nennen kann. In einem Netze von Quadrikegeln gibt es eine un- 
begrenzte Zahl, die sich in Ebenenpaare auflösen, das heisst, eine Doppel- 
gerade besitzen. Die Enveloppe dieser Ebenen ist ein Kegel dritter Gasse, 
und der Ort der Doppelgcraden ein Kegel dritter Ordnung. U. s. w. ') 



CA PI TEL II. 

DEVELOPPABLE FLÄCHEN UND RAUMCURVEN. 

fi. Wir betrachten eine Curve als den Ort aller Lagen eines Punctes, 
welcher sich continuierlich im Räume nach einem solchen Gesetze bewegt, 
dass eine beliebige Ebene nur ein System getrennter Lagen des Mobils ent- 
hält. *) Die Curve heisst getcunden oder eine Raumcurv«, wenn vier ganz 
beliebige Puncte derselben nicht in ein und derselben Ebene enthalten sind. 

Die Curve heisst von der v-ten Ordnung, wenn eine beliebige Ebene 
sie in > Puncten — die reell, imaginär, verschieden, zusammenfallend sein 
können — schneidet. Es folgt aus dieser Definition, dass eine Raumcurce 
mindestens von der dritten Ordnung ist. 

Die Gerade, welche den Punct m der Curve mit dem unmittelbar fol- 
genden Puncte m' verbindet, heisst Tangente der Curve in nt. Jede Ebene, 
welche durch die Gerade m m' hindurchgeht, heisst ebenfalls Tangential- 
ebene der Curve in m und kann anderswo die Curve nur noch in v— 2 Puncten 
treffen. 

Clatse einer Rauincurve ist die Zahl ihrer Tangentialebenen, welche 



') Um Zweideutigkeiten zu vermeiden, wiederhole ich, dass in den Sätzen 
dieser Nummer und in denen der vorhergehenden, die Kegel, von denen die Kode 
ist, s&mmtlich denselben Scheitel besitzen, durch den alle Geraden und alle Ebe- 
nen hindurchgehen, die in Betracht gekommen. 

*) Das heisat in der Art, dass alle auf einandcrfolgcnde Lagen des sich be- 
wegenden Punctes von der Yerlndorung eines einzigen Parameters abhängen. Eine 
Curve kann man daher eine ein/ach unendliche Jteihe von Puncten nennen. 
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durch eine beliebige Gerade hindurchgehen, oder "durch die Zahl ihrer Tan- 
genten, welche durch die willkürliche Gerado geschnitten werden. 

Ks seien m, m', m", m'", .... unendlich nahe auf einander folgende 
Puncte der Curve. Dann haben die beiden unmittelbar folgenden Tangenten 
m m', m' m" den Punct m' gemein und bestimmen eine Ebene in in' in' '. die 
man, weil sie eine dreipunetige Berührung mit der Curve hat, OsculcUions- 
ebene in m nennt. Zwei auf einander folgende Osculationsebenen m tn' m", 
m' m" m'" schneiden sich in der Taugente m' m", und drei unmittelbar fol- 
gende Osculationsebenen m m' m", m' m" m'", m" m'" m IV treffen sich im 
Puncte m" der Curve. 

Es ist folglich ein Punct der Curve sowohl durch zwei unmittelbar 
folgende Tangenten bestimmt, als durch drei unmittelbar folgende Oscula- 
tionsebenen; ebenso eine Tangente entweder durch zwei unendlich nahe Puncte 
der Curve oder durch zwei unmittelbar folgende Osculationsebenen; eine Os- 
culationsebene endlich ist bestimmt durch drei unmittelbar folgende Puncte 
oder durch zwei unmittelbar folgende Tangenten. 

7. Man neunt den Ort der Tangenten einer Curve eine abwickelbare 
Fläche oder eine Developpable ; die Tangenten sind die Gencratrixcn der 
abwickelbaren Fläche. Ordnung der Developpablen ist die Zahl der Puncte, 
in denen dieselbe von einer willkürlichen Geraden geschnitten wird, daher 
ist diese Zahl gleich der Classenzahl der Curvcri. Die Osculationsebene mm' m", 
der Curve im Puncte m heisst die Tangentialebene der Developpablen längs 
der Generatrix m m', denn sie enthält die beiden unmittelbar folgenden Er- 
zeugenden m m', m' m", und es ist folglich jede in der Ebene gezogene 
Gerade Tangente der abwickelbaren Fläche — das heisst sie trifft sie in 
zwei unendlich nahen Puncten — in einem Puncte der Bcrührungugena-atrix 
m m' und umgekehrt, jede Tangente der Developpablen in einem Punfcte 
dieser Generatrix liegt in der genannten Ebene. Wie jede Tangentialebene 
der abwickelbaren Fläche zwei uumittelbar folgende Erzeugende enthält, so 
liegt jede Generatrix in zwei unmittelbar folgenden Tangentialebenen; die 
abwickelbare Fläche ist also gleichzeitig der Ort der Tangenten der Curve 
und die Enrcloppe der Osculatiimscbenm derselben. 

Wir haben den Begriff der Developpablen aus dem der Curve entwickelt, 
wir können aber auch die Curve aus der abwickelbaren Fläche herleiten. 
Wir denken uns eine Ebene, die sich stetig im Räume nach einem solchen 
Gesetze bewegt, dass durch einen beliebig gewählten Punct nur ein System 
getrennter Lagen der beweglicbeu Ebene hindurchgeht. ') Die Enveloppe 
der Lagen der sich bewegenden Ebene oder auch der Ort der Geraden, in 



*) Das beisst in der Art, dass alle Lagen der beweglichen Ebene von der 
Veränderung eines einzigen Parameters abhangen. Eine abwickelbare Flache ist 
daher eine ein/ach unendliche Heike von Ebenen. Die Kegel stellen einen speci- 
ellen Fall davon dar. 
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welchen sich zwei unmittelbar folgende Lagen dieser Ebene schneiden, ist 
das, was man eine abwickelbare Fläche neunt. ') 

Es ßeien P, P, P", P" . . . auf einander folgende Lagen der »ich be- 
wegenden Ebene. Die Ebene P enthält dann die beiden unmittelbar fol- 
genden Geraden P P', P' P'. Die drei Ebenen P, P, P' schneiden sich in 
einem Puncte, dessen Ort eine gewisse auf der Developpablen gelegene Curve 
ist. Der Pimct P P P" liegt in den beiden unmittelbar folgenden Erzeu- 
genden PF 4 , P' P", und umgekehrt enthält die Generatrix P P" die beiden 
unmittelbar folgenden Puncte PP P', P P' P" der Curve. Die Genera- 
trixen der Developpablen sind folglich Tangenten der Curve. Die Ebene P' 
enthält die drei unmittelbar folgenden Puncte P P P', P P' P", P' P" P™, 
und es sind daher die Tangentialebenen der abwickelbaren Fläche Oscula- 
tionsebenen der Curve. 

Ciasee der abwickelbaren Fläche ist die Zahl ihrer Tangentialebenen, 
welche durch einen willkürlich im Räume angenommenen Punct gelegt weiden 

8. Wir können bei den Developpablen die analogen Singularitäten betrach- 
ten, die wir schon bei den Kegeln bemerkt haben (3). Eine Tangentialebene 
heisst doppelt, wenn sie die abwickelbare Fläche längs zweier verschiedener 
Erzeugenden berührt und folglich die Curve, deren Tangenten die Gcnera- 
trixen der abwickelbaren Fläche sind, in zwei getrennten Puncten osculiert; 
sie heisst eine stationäre oder Wendeebene, wenn sie die Developpable längs 
zweier unmittelbar folgender Erzeugenden berührt, oder, was dasselbe ist, 
längs dreier unmittelbar folgender Goneratrixen schneidet und folglich mit 
der Curve einen vierpuncligen Contact hat. Eine Generatrix ist doppelt, 
wenn längs derselben die Developpable zwei verschiedne Tangentialebenen hat, 
weshalb sie auch die Curve in zwei verschiedenen Puncten berührt. In dem 
Schnitte, der durch eine beliebige durch sie gelegte Ebene entsteht, zählt 
sie für zteei Gerade, und in den beiden Schnitten, welche durch die beiden 
Tangentialebenen entstehen für drei. Eine Generatrix heisst stationär, wenn 
durch sie drei unmittelbar folgende Tangentialebenen der Developpablen hin- 
durchgehen; in ihr liegen daher drei unmittelbar folgende Puncte der Curve. 
Eine solche zählt in dem Schnitte, der durch eine beliebige Ebene entsteht, 
welche durch sie hindurchgeht, für zwei und für drei Gerade in dem von 
der Tangentialebene gebildeten Schnitte. 

Den beiden ersten Singularitäten entsprechen die folgenden Singularitäten 
der Ranmcurve. Ein Punct der Curve heisst doppelt, wenn in demselben 
zwei verschiedne Tangenten existieren und folglich zwei verschiedne Oscula- 
tionsebenen; er heisst Stillstandspnnct {SpüzeJ, wenn sich in ihm drei aufein- 
anderfolgende Tangenten schneiden, oder auch vier aufeinanderfolgende 
Oaculationscbenen. Ein Doppelpunct — und ebenso eine Spitze — vertritt 



*) Moxos, Application de Fanalyte ä la giomitrie, §. ZU. 
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vier Durchschnittspuncte mit jeder Osculationsebwie und mit der Ebeue der 
beiden Tangenten; er vertritt drei Schnittpuncte für jede andere Ebene, 
welche durch eine der beiden Tangenten geht, und nur zwei für jede andere 
Ebene, welche durch den Punct selbst hindurchgeht. 

Die Developpable und die Curve können andere Singularitäten höherer 
Art haben, die wir aber jetzt nicht in Betracht ziehen wollen. 

9. Wir sehneiden die abwickelbare Fläche durch eine Ebene P; der 
entstehende Schnitt ist dann eine Curve von der nämlichen Ordunng als 
die abwickelbare Fläche. Die Puncte derselben sind die Spureu der Genera- 
trixen und ihre Tangenten die Spuren der Tangentialebenen, weil, wie schon 
früher bemerkt wurde, jede Gerade, die in einer Tangentialebene einer ab- 
wickelbaren Flüche gezogen ist, auch Tangente dieser Fläche ist. Es folgt 
daher, dass auch die Classe des Schnittes mit der Classe der abwickelbaren 
Fläche zusammenfällt, denn die Tangenten, die sieh an dieselbe durch einen 
beliebigen Punct ihrer Ebene ziehen lassen, sind die Spuren der Ebenen, 
welche von dem nämlichen Puucte ausgehend die Developpable berühren. Die 
Doppeltangenten der Schnittcurve bestehen ausser den Spuren der doppelten 
Tangentialebenen aus den Geraden der Ebene P, durch welche zwei Tan- 
gentialebenen gehen, und die Wendetangenten endlich sind die Spuren der 
Wendeebenen. 

Jeder Punct m der Raumcurve, deren Tangenten die Erzeugenden der 
developpablen Fläche sind, der in der Ebnen P liegt, ist eine Spitze des 
Schnittes. Da nämlich dieser Punct der Durchschnitt von drei unmittelbar 
folgenden Tangentialebenen ist, so müssen sich in ihm drei aufeinanderfol- 
gende Tangenten des Schnittes schneiden. Dieser Eigenschaft wegen gibt 
man der Raumcurve den Namen Iiiickkehrkante oder t'uspidalcurve der De- 
veloppablen. Dem enl sprechend nennt man die Enveloppe der Üsculations- 
ebene tiner Kaumcurve ihre osculierendc Developpable. 

Die Geraden, die in der Ebene P willkürlich durch den Punct m ge- 
zogen sind, treffen in ihm die Schnittcurve in zwei zusammenfallenden Puncten, 
aber <s gibt eiue Gerade, die Rückkehrtangtnte, das heisst die Spur der 
Osculationsebeue der Raumcurve in m, für welche der Punct m drei zu- 
sammenfallende Schnittpuncte darstellt. Es trifft folglich eine willkürlich 
durch einen Punct der Cuspidalcurve gelegte Gerade dort die Developpable 
in zwei zusammenfallenden Puncten, unter diesen Geraden gibt es aber 
eine unbegrenzte Zahl, für welche dieser Punct einen dreifachen Berührungs- 
punet darstellt, und der Ort dieser Geraden ist die Ebene, welche in jenem 
Puncte die Curve osculiert. 

Schneiden sich zwei nicht unmittelbar folgende Generatrixen auf der 
Ebene P, so ist der Schnittpunct für die Schnittcurve ein Doppelpunct, weil 
diese in ihm von den Spuren der beiden Ebenen berührt wird , welche die 
abwickelbare Fläche längs jener Erzeugenden berühren. Diese Spuren sind 
die einzigen Geraden, welche in jenem Puncte eine dreifache Berührung mit 
dem Schnitte haben, während jede andere in der Ebene P durch den näm- 
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liehen Punct gezogeue Gerade dort den Schnitt nur in zwei zusammenfallen- 
den Puncten trifft. Alle analogen Puncte, nämlich die Durchschnittspuncte 
zweier nicht aufeinander folgenden Erzeugenden, bilden auf der abwickel- 
baren Fluche eine Curve, welche wir wegen der eben angemerkten Eigen- 
schaft die Doppcleurve oder die Knoteiicume der Developpablen nennen. Die 
Tangeute der Doppclcurve in einem beliebigen ihrer Puncte ist offenbar 
die Durchscbnittsgerade der beiden Ebenen, welche in diesem Puncte die 
Developpable berühren. 

Eine Gerade also, welche willkürlich durch einen Puuct der Doppel- 
curve gelegt ist, trifft dort die Developpable in zwei zusammenfallenden 
Puncten, aber unter den analogen Geraden gibt es eine unbegrenzte Zahl 
für welche dieser Punct drei vereinigte Durchschnittspuncte repräsentiert, und 
der Ort derselben wird von den beiden Ebenen gebildet, welche die abwickelbare 
Fläche längs der Generatrixen berühren, die sich in diesem Puncte kreuzen. 

Dagegen liegen, wie schon bemerkt wurde, die Geraden, welche die 
Developpable in einem gewöhnlichen Puncte berühren, sämmtlich in einer 
einzigen Ebene, der Tangentialebene längs der einzigen Generatrix, die durch 
jenen Punct geht, und haben mit der abwickelbaren Fläche eine zweipunetige 
Berührung. 

Ausserdem enthält der Schnitt eine Spitze in der Spur jeder stationären 
Generatrix und einen Doppelpunct in der Spur jeder Doppelgeneratrix. 

10. Es bezeichne jetzt : 

v die Ordnung der gegebenen Raumcurve, 
H die Gasse des osculierenden Developpablen, 
p die Ordnung dieser Fläche oder auch die Gasse der Raumcurve, 
r die Zahl der Geraden, die in einer beliebigen Ebene P liegen, 
und durch welche jedesmal zwei Tangentialebenen der Develop- 
pablen gehen, die Zahl der doppelten Tangentialebenen einge- 
schlossen, wenn es solche gibt, 
£ die Zahl der Puncte der Ebene P, durch welche jedesmal zwei 
Generatrixen der abwickelbaren Fläche gehen, also die Ordnung 
der Doppelcurve, die Zahl der Doppelgeneratrixen eingeschlossen, 
wenn es solche gibt, 
fit die Zahl der Wendeebenen und 
9 die Zahl der stationären Generatrixen. 
Nun ist der Schnitt, der durch die Ebene P in der Developpablen er- 
zeugt wird, eine Curve p-ler Ordnung und p-ter Gasse, die £ Doppelpuncte 
besitzt und Spitzen, y Doppeltangenten und a Wendepuncte. Also er- 
halten wir mit Hilfe der Formeln von Pi.ücker: 

IL = p{ P -\) - 2* - 3<v+0), 
p = ß{p-\) - 2r - 3«, 
v -j- 0 — a = %(j>-[i). 

11. Man betrachte einen beliebigen Punct o des Raumes als Scheitel 
eines Kegels, der durch die gegebne Raumcurve geht (PerspccHvkcgel). Die 
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Erzeugenden diese» Kegels sind die Geraden, welche vom Puncte 0 nach 
den Puncten der Curve gehen, und die Tangentialebenen des Kegels sind die- 
jenigen Ebenen, die durch den Scheitel und die Tangente der Curve hin- 
durchgehen. Eine durch o gelegte Ebene schneidet den Kegel in so vielen 
Generatrixen, als die Curve Puncte in dieser Ebene besitzt. Die Ordnung 
des Kegels ist also gleich der Ordnung der Curve. Durch einen beliebigen 
Punct o' des Raumes gehen so viele Tangentialebenen des Kegels, als es 
Tangenten der Curve gibt, welche durch die Gerade o o' geschnitten werden; 
die Gasse des Kegels ist also gleich der Gasse der Curve oder auch gleich 
der Ordnung der osculierenden Dcveloppableu. 

Doppelgeneratrfxen des Kegels sind die Geraden, welche den Punct o 
mit den Doppelpuncten der Curve verbinden, und dann noch die Geraden, 
welche durch o gehen und sich in zwei verschiednen Puncten auf die Curve 
stützen, weil in beiden Fällen der Kegel längs derselben Generatrix zwei 
Tangentialebenen besitzt. — Ferner sind diejenigen Geraden stationäre Genera- 
trixen, welche den Scheitel o mit den Spitzen der Curve verbinden. 

Ist eine durch o gelegte Ebene eine Oscnlationsebene der Curve, so 
ist sie für den Kegel eine Wendeebene, weil sie drei aufeinanderfolgende 
Erzeugende enthält. Zieht man durch o willkürlich in der Wendeebene eine 
Gerade, so zählt diese Ebene für zwei der p Ebenen, welche durch die 
Gerade gehen und den Kegel berühren; aber es gibt eine Gerade, die Be- 
rührungsgeneratrix der Wendeebene, für welche diese Ebene dreimal ') gezählt 
wird. Ziehen wir also in einer Osculationsebene der Curve eine beliebige 
Gerade, so zählt die Osculationsebene unter den Ebenen, welche sich durch 
diese Gerade so ziehen lassen, daas sie die Curve berühren, für zwei, aber 
es gibt eine unbegrenzte Zahl von Geraden, für welche die Osculationsebene 
dreimal zählt. Alle diese Geraden gehen durch den Osculationspunct. 

Berührt eine Ebene, welche durch o geht, die Curve in zwei verschie- 
denen Puncten m, H, 60 berührt sie den Kegel längs zwei Erzeugenden 
o m, m und ist folglich eine doppelte Tangentialebene des Kegels. Die 
Bitangentialebene zählt für ztrei unter den Tangentialebenen des Kegels, welche 
durch eine beliebige in der Bitangentialebene selbst durch o gelegte Gerade 
gehen; sie zählt für drei, wenn die Gerade eine der beiden Bcrührungsge- 
ncratrixen ist. Zieht man daher in einer Bitangentialebene der Raumcurve 
eine beliebige Gerade, so zählt diese Ebene für zwei Ebenen, welche durch 
diese Gerade gehen und die Curve berühren, aber sie zählt für drei in Bezug 
auf die unbegrenzte Zahl von Geraden, die man in besagter Ebene durch 
den einen oder andern Berührungspunct ziehen kann. 

Alle analogen Ebenen, von denen eine jede die Raumcurve in zwei 
Puncten berührt oder, was dasselbe ist, zwei nicht unmittelbar folgende 
Tangenten enthält, haben zur Enveloppe eine abwickelbare Fläche, welche man 



•) Dias ergibt sich aus der entsprechenden Eigenschaft der ebenen Curven. 
Iuinleitung t Nr. 31. 
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die doppeltumgeschriebne oder doppeUberüJirende Dcveloppable der Curve nennt. 
Jede dieser Ebenen berührt die Devcloppable läng« der Geraden, welche die 
beiden Berührungspuncte der Ebene und der gegebnen Curve mit einander 
verbindet. 

Ausserdem ist jede Ebene, welche durch eine doppelte Tangente geht 
eine Bitangentialebene de« Kegels, und jede Gerade, welche durch eine Wende- 
tangente gelegt ist, eine Wendeebene de» Kegels. 
12. Bezeichnen wir also durch : 

« die Zahl der Geraden, welche sich von einem willkürlichen 
Puncto o so ziehen lassen , dass sie die Raumcurve zweimal 
treffen unter Hinzunahme der Zahl der Doppelpuncte dieser Curve, 
oder mit andern Worten die Zahl der scheinbaren und wirklichen 
Doppelpuncte; durch 
tj die Zahl der Ebenen, die durch o gehen, und zwei nicht un- 
mittelbar folgende Tangenten der Curve enthalten oder auch die 
Classe der doppeltberührenden Developpablen unter Hinzunahme 
der Zahl der^biosculierenden EbeneuJ; und mit ( ß&UjX geu**-*-**^ 4 
ß die Zahl der 8pitzen der Curve, 
so ist der Perspectivkegel, dessen Scheitel o ist, von der v-tcn Ordnung, der 
/>-ten Classe, er hat » Doppelgeneratrixen, ß stationäre Generatrixen, t) Bi- 
tangenlial ebenen und p+ff Wendeebenen. Wir haben folglich (3): 

U = v(v-l) - 2« - Sß, 

h = p[p-\) - 2rj - 3(/*+<fy 

[p + B - ß = 3(/»-v). 
Die sechs vorstehenden Gleichungen verdankt man Catley •) Mittelst 
derselben oder anderer, die sich aus ihnen ableiten lassen, wie zum Beispiel 
die folgenden: 

a-ß = 2 (/*-*), 
$- v = p—v, 
[2(r-a) = (p - *)fp+»-l), 
man jedesmal, wenn vier von deti zehn Grössen 

ß, P, a* ß> T' "> *» V» ß 
gegeben sind , die andren sechs bestimmen. Die gegebenen Zahlen dürfen 
aber weder p, #, £, ß noch /», ft, r t . « sein, weil man aus den obigen Glei- 
chungen die folgenden Relationen herleiten kann: 

p(p-4) - 20 = 2£ + ß = 2 >j + a *) 
Die vorhergehenden Betrachtungen zeigen, dass die Untersuchung dei 
Kaumcurven nicht von der der developpablen Flächen getrennt werden kann. 
Man darf sagen, dass eine Developpable mit ihrer Cuspidatcurve ein einziges 



') Memoire sur les courbes Ii double eourbure et les sur/aces diveloppables 
(Journal de Liouville, T. 10; 1843) — On a special sextic developable (Quar- 
terly Journal of mathematics, T. 7; 1866). 

*) Zbuthsm, Sur les singularites des courbes giomilriques h double courburt 
(Compte rendu, 27 juillet 1868). 
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System bildet, in dem man Puncte (die Puncte der Curve), Gerade (die 
Tangenten der Curve oder die Generatrixen der Fläche) uud Ebenen (die 
Tangentialebenen der Dcveloppablen) zu betrachten hat. Endlich kann man 
in der nämlichen Weise, wie die Eigenschaften der Kegel sich aus denen 
der ebenen Cuiven mittelst des Princips der Dualität ableiten lassen, dio 
Raumcurven und die abwickelbaren Flächen, die nicht Kegel sind, in Corre- 
lation setzen, das heisst, die Eigenschaften des einen Systems, dessen Cha- 
rakteristiken 

ß, P, a, ß, r, «. >» f. " 
sind, aus den Eigenschaften des reeiproken Systems herleiten, dessen Charak- 
teristiken heissen : 

v, >, p. ß, «i », r> f» £» tt - 

13. Wir haben gesehen, wie die Charakteristiken des Perspectivkegels 
einer Raumcurve und eines Schnittes der Developpablen bestimmt werden 
können, wenn der Scheitel des Kegels und die Schnittebene vollständig will- 
kürlich sind. In entsprechender Weise geht man vor, wenn jener Punct 
oder jene Ebene eine epeciolle Lage haben. Wir wollen hier einige Bei- 
spiele geben. 

Geht die schneidende Ebene durch eine Gerade t des Systems, so ist 
der Schnitt aus dieser Geraden und einer Curve (p— l)-ter Ordnung zu- 
sammengesetzt. Die Ciasee dieser Curve ist ft wie im allgemeinen Falle. 
Die Zahl der Spitzen ist > 2,. weil die schneidende Ebene, da sie die 
Cnspidalcurve berührt, diese nur noch in andern >-2 Puncten trifft. Die 
Formeln von Plückek lehren nun, dass die Schnittcurve «~H Wendepuncte, 
/*— 1 Doppeltangenten und £ — /»+4 Doppelpuncte besitzt. Wir haben also 
einen Wcndepunct mehr als in dem allgemeinen Falle, und dieser neue 
Wendepuiict ist der Punct m , in welchem die Gerade / die CuspidAlcurve 
berührt. Dass die Gerade t die Schnittcurve im Puncte m berührt, folgt 
daraus, dass m für den vollständigen Schnitt eine Spitze sein muss. Da 
ferner t der Durchschnitt zweier unmittelbar folgender Tangenttalebenen des 
Systems ist, so gehen durch einen beliebigen Punct von / nur /•* — 2 Tau- 
genten der Schnittcurve und durch m gehen ausser t nur noch ß— 3. Also 
ist / eine Wendetangente für diese Curve. Im gegenwärtigen Falle bat die 
Schnittcurve nur $—p-\-A Doppelpuncte, während die Doppelcurve c Puncte 
auf der schneidenden Ebene besitzen muss. Die fehlenden p— 4 Puncte sind 
die Durchschnittapuncte der Geraden t mit der Schnittcurve. Eine beliebige 
Generatrix einer Developpablen />-ter Ordnung trifft also />— 4 andere nicht 
unmittelbar folgende Erzeugende. 

Ist die schneidende Ebene eine der Ebenen P des Systems, so ist der 
Schnitt aus einer Geraden t (der IJerührungsgencratrix der Ebene P und 
der Developpablen), die zweimal gezählt ist, und einer Curve (/>- 2) ter Ord- 
nung zusammengesetzt. Durch einen beliebigen Puncl der Ebene gehen 
weitere /i— 1 Ebenen des Systems, also ist die Schnittcurve von der (fi— l) ten 
Classe. Die Ebene osculiert die Cuspidalcurve und schneidet sie in weitern 
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v— 3 Puncten; der Schnitt hat folglich v-\-0— 3 Spitzen. Aus den Formeln 
von Plüccer ergibt sich nun, dass diese Curve a Wendepuncte, jr—M+2 
Doppeltangenten und c— 2H"8 Doppelpuncte besitzt. In dem eben betrach- 
teten Falle, ist der Funct m, in welchem die Ebnen P die Cuspidalcurve 
osculiert, kein Wendcpunct der Schnittcurve mehr, sondern ein einfacher 
Berilhrungapunct mit der Geraden t, weil jetzt die Zahl /i— 2 der Tangenten, 
die von einem Puncte von t sich ausser t selbst an die Curve legen lassen, 
nur um eine einzige Kinheit geringer ist als die Claase derselben. Die Schnitt- 
curve hat £-2/>-r-8 Doppelpuncte; die Durchschnittspuncte der Geraden t 
mit der Schnittcurve sind weitere p— 4 Puncte der Doppelcurve, aber jeder 
von ihnen muss als zwei Doppelpuncte des Gesammtschnittes gezählt werden, 
weil dieser die Gerade t zweimal enthäjt. In diesen /»— 4 Puncten wird also 
die Doppelcurve von der Ebene P berührt. Das heisst auch, jede Ebene 
des Systems enthält p — 4 Tangenten der Doppelcurve, und die Berührunga- 
punete liegen auf der Geraden des Systems, welche in dieser Ebene liegt. ') 
Die schneidende Ebene P sei eine der Wendeebenen dea Systems. 
Dann repräsentiert die Gerade t im Schnitte drei zusammenfallende Gerade, 
wir haben also ausserdem eine Curve (p— 3)-ter Ordnung. Diese ist von 
der (jt— 2)-ten Classe, weil eine Wendeebene zwei unmittelbar folgende Ebenen 
des Systems ersetzt, uiid also durch jeden Punct derselben nur noch p— 2 
andere Ebenen hindurchgehen. Die Ebene P hat mit der Cuspidalcurve 
eine vierpunetige Berührung und schneidet sie daher in weiteren v— 4 
Puncten, das heisst die Schnittcurve hat v-\-(f— 4 Spitzen. Nach den Formeln 
von Plückbr hat also die Curve a—\ Wendepuncte, 2/i-f6 Doppel tan- 
genten und £— 3/>-r-13 Doppelpuncte. Dieselbe Curve wird von der Geraden t, 
welche sie im Puncte m berührt in weitern p—b Puncten getroffen, von 
denen jeder dreimal unter den Doppelpuncten des Gesammtschnittes gezählt 
werden muss, weil die Gerade t als eine dreifache Gerade in diesem Schnitte 
gerechnet wird. Jede Wendeebene osculiert daher die Doppelcurve in p — b 
Puncten, die auf der Geraden des Systems liegen, welche sich in jener Ebene 
beendet. Auch der Punct m gehört der Doppelcurve an, da sich in ihm 
drei auf einander folgende Gerade de« Systems schneiden, und also dieser 
Punct als Durchschnitt der ersten mit der dritten Tangente betrachtet in 
der Doppelcurve liegen muss. in diesem Puncte wird die Doppelcurve von 
der Ebene P berührt, wie man aus einer oben gemachten Bemerkung folgert. 
Die Puncte also, in welchen die Cuspidalcurve von den Wendeebenen berührt 
wird, gehören auch der Doppelcurve an, welche in ihnen von den nämlichen 
Ebenen berührt wird. *) 

') Dies folgt auch aus der Bemerkung, dass die Doppelcurve in einem be- 
liebigen ihrer Puncte diejenige Gerade als Tangente hat, welche den Durch- 
schnitt der beiden Ebenen bildet, die in jenem Puncte die Developpable berühren. 
Daraus folgert sich ausserdem noch, dass die p — 4 erwähnten Tangenten der 
Doppelcurve auch Tangenten der Schnittcurve (p — 2)-ter Ordnung sind. 

*) Es gibt noch andere gemeinschaftliche Puncte der Cuspidal- und der 
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In analoger Weise können wir die Charakteristiken der Perspectiv- 
kegel bestimmen oder sie aus dem Vorhergehenden mittelst des Princips 
der Dualität ableiten. Wir begnügen uns damit, die Resultate auszusprechen. 

Wird der Scheitel auf einer Geraden des Systems genommen, so ist 
der Perspectivkegel von der v-ten Ordnung, von der (/>— l)-ten Classe, er 
hat /i+0-2 Inflexionsgeneratrixen, ß-\-\ Cuspidalgeneratrixen , y— /»-f-4 Bi- 
tangentialebenen und « — 1 Doppelgeneratrixen. Man sieht also, dass eine 
Tangente der gegebenen Raumcurve für denjenigen Perspectivkegel eine Cus- 
pidalgeneratrix ist, der seinen Scheitel in einem Puncte dieser Geraden hat. 

Wenn der Scheitel ein Punct des Systems ist, so hat der Perspectiv- 
kegel die Ordnungszahl k-1, er ist von der (p— 2)-ten Classe, er besitzt 
ferner Inftexionsgeneratrixem, ß Cuspidalgeneratrixen, jy-S^+S Bi- 

tangentialebenen und «— f+2 Doppelgeneratrixen. Ks folgert sich hieraus, 
dass sich in jedem ganz beliebigen Puncte der gegebnen Raumcnrve p—i 
Generatrixen der doppeltberührenden Developpablen kreuzen, und dass die 
respectiveii Tangentialebenen durch diejenige Gerade gehen, welche in jenem 
Puncte die gegebne Curve berührt Diese p— 4 Generatrixen liegen auch 
auf dem Perspectivkegel, dessen Scheitel der betrachtete Punct ist. 

Ist der Scheitel ein Riickkehrpunct ') des Systems, so ist der Perspec- 
tivkegel von der (v— 2)-ten Ordnung und der (/>— 3)-ten Classe, er bat ferner 
4 Inflexionsgwneratrixen, ß— l Cuspidalgeneratrixen, r t —Zp-\-\Z Bitan- 
gentialebenen und «— 2*-f-6 Doppelgeneratrixen. Man findet folglich, dass 
eine Spitze der gegebnen Raumcurve für die Rückkehrkante der doppelt- 
berührenden Developpablen ein (p— 5)-facher Punct ist, und dass die ent- 
sprechenden p — 5 Tangentialebenen dieser Developpablen durch die Cuspidal- 
tangente der gegebnen Curve gehen. Diese Developpablc wird auch von den 
Osculationsebenen der gegebnen Curve in den Spitzen berührt. 

14. Um ein Beispiel zu geben, denken wir uns eine Developpable A«-ter 
Classe gegeben, deren Tangentialebenen den Puncten einer Geraden o projec- 
tivisch entsprechen. Von welcher Ordnung ist dann diese abwickelbare 
Fläche? Nimmt man eine beliebige Gerade r, so gehen durch einen belie- 
bigen Punct tv derselben p Tangentialebenen, denen auf a eine Gruppe von 
P Puncten t entspricht Nehmen wir dagegen auf a einen Punct 1, so ent- 



Dojipelcurre ausser den Puncten, in denen die erstere von den Wendeebenen be- 
rührt wird. Es »ind nämlich die Spitaen der Cuspidalcurve ebenfalls in der Doppel- 
curve gelegen, weil in jeder derselben sich drei aufeinanderfolgende Gerade des 
Systems schneiden. Wenn ausserdem die Tangente in einem Puncte der Cuspi- 
dalcurre diese Curve noch in einem andern Puncte trifft, der nicht unmittelbar 
folgt, so ist dieser fftr die Doppelcurve eine Spitze, «eil in ihm zwei unmittelbar 
folgende Gerade des Systems von einer dritten nicht benachbarten geschnitten 
werden. 

') Wäre der Scheitel ein />-facber Punct der Curve, so wäre der Perspectiv' 
kegel von der (v— />)-ten Ordnung, weil jede Ebene durch diesen Punct die Curve 
nur noch in v—p andern Puncten trfife. 
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spricht diesem eine Tangentialebene, die r in einem Puncte tu schneidet, und 
die andern ß — 1 Tangentialebenen, die durch u> gehen, bestimmen die andern 
ß— 1 Puncte der Gruppe auf a. Es folgt also, dass, wenn m sich auf r 
bewegt, die Gruppe der Puncte t auf a eine Involution A ten Grades er- 
zeugt, die der einfachen von den Puncteu 0 gebildeten Punctreihe pröjec- 
tivisch ist. 1 ) Diese Involution hat 2(^ — 1) Doppolpuncte, das heisst 2(/* — 1) 
Gruppen, deren jede zwei zusammenfallende Puncte 1 besitzt. Jeder solchen 
Gruppe entspricht auf r ein Punct, in welchem zwei der ß Tangentialebenen 
zusammen fallen, das heisst ein Punct, der entweder einer Wendeebene oder 
dem Durchschnitt zweier unmittelbar folgender Tangentialebenen angehört, 
das heisst der Developpablen. Wir haben also, <* = 0.0 = 0 vorausgesetzt, 

p = 2(>— I), 
und man zieht nun ans den Formeln von Caylbit : 

l ß = 4(//-3), 

j — ür~' f 

\ dß*-b3fi -f 80 

J K = — T2 

I £ = 2 </i-2XAt-3), 

\ r t = 2(/i-lX,«- 3), . . . ') 
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OBERFLÄCHEN BELIEBIGER ORDNUNG. 

15. Wir wollen eine beliebige Obtrfliidie als den Ort aller Lagen eines 
Punctes betrachten, der sich continuierlich im Räume nach einem solchen 
Gesetze bewegt, dass eine willkürliche Gerade ein System getrennter Lagen 
des Mobiis enthält. 3 ) 



J) Einleitung t Nr. 21. 

*) 8almox, CM the cl<u*ificatum 0/ curces 0/ double curvature (Cambridge and 
Dublin Math. Journal, T. 5; 1850). Man sehe ausserdem den ausgezeichneten 
TreatUe on the analytic geometry 0/ three dimensiont (2d. ed. Dublin 1865) desa- 
selben Verfassers oder die deutsche Ausgab», welche Prof. Fikpi er davon gemacht 
hat mit reichen Zubauen. (Analytische Geometrie de» liaumea, Leipzig 1863—65). 

») Du heisst in der Art, dass alle aufeinanderfolgende Lagen des sich be- 
wegenden Punctes Ton der Variation sweier unabhängiger Parameter abhangen. 
Eine Oberfläche ist folglich eine doppelt unendliche Reihe ron Puncten. Es folgt 
noch, dass die zwei Flachen gemeinschaftlichen Puncte eine einfach unendliche 
Reihe, das heisst eine Curve bilden (6). 
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Die Oberfläche heisst von der *-ten Ordnung, wenn eine beliebige 
Gerade sie in v (reellen, imaginären, verschiednen, zusammenfallenden) Punc- 
ten trifft. Hat folglich eine Gerade mehr als » Puncte mit einer Fläche 
v- ter Ordnung geroein, ao liegt die Gerade vollständig auf der Fläche. 

Eine Fläche erster Ordnung ist eine Ebene. 

Eine Ebene schneidet eine Oberfläche »"ter Ordnung in einer Curve 
ebenfalls von der Men Ordnung. 

Eine Gerade heisst Tangente einer Fläche, wenn sie dieselbe in zwei 
unendlich nahen Puncten trifft (zweipunetige Berührung), sie heisst eine Oe- 
culierende, wenn sie dieselbe in drei oder mehr unmittelbar folgenden Puncten 
schneidet (dreipunetige, . . . Berührung). 

16. Durch eineu Punct m einer gegebenen Oberfläche ziehe man zwei 
Gerade r, r' t die in ihm die Fläche berühren mögen. Die Ebene rr' schneidet 
die Fläche in einer Curve / die in m eine doppelte Berührung sowohl mit 
r als mit r' hat. Es ist folglich m ein Doppelpunct für die Curve / «). Alle 
Geraden also, die in der Ebene rr' durch m gezogen werden können, haben 
in diesem Puncte eine zweipunetige Berührung mit /, das heisst, sie sind Tau 
genten der Fläche. Unter ihnen gibt es nur zwei, die Tangenten an die 
beiden Zweige von /, welche in m eine dreipunetige Berührung mit / ein- 
gehen und also auch mit der Fläche. Wir nennen sie die Okulierenden im 
Puncte m. *) Jede Ebene, die durch eine dieser Geraden gelegt ist, schneidet 
die Fläche in einer Curve, die in m eine dreipunetige Berührung mit dieser 
Geraden hat, das will sagen, in einer Curve, für welche m ein Wetidepunct 
und die Gerade eine Wendetangeute ist. 

Die beiden Osculierenden sind reell oder imaginär, jenaebdem m für / 
ein wirklicher Knotenpunct oder ein conjugierter Punct ist. Im ersten Falle 
heisst m ein hyperbolischer Punct, im zweiten Falle ein elliptischer. Ist ra 
eine Spitze für die Curve /, so fallen die beiden Osculierenden in eine ein- 
zige Gerade zusammen, und m heisst ein parabolischer Punct. ') 

Im Allgemeinen liegen alle Tangenten der Oberfläche im Puncte m in 
der Ebene rr 1 , das heisst, eine durch nt ausserhalb dieser Ebene gelegte 
Gerade hat dort im Allgemeinen nur einen einzigen Punct mit der Fläche 
gemein. 4 ) Verhielte es sich aber mit einer so gezogenen Geraden r" anders, 
bo hätte dies für jede andere Gerade r'" ebenfalls statt, die durch m geht. 
In der That, hat r" in m einen zweipunetigen Contact mit der Fläche, so 
schneidet die Ebene r" r'" die Fläche in einer Curve, welche in m von r" 
berührt wird und auch von der Durchschnittsgeraden der beiden Ebenen 

') Einleitung, Nr. 31. 

*) Inßexional iangent» nach Salmok, Baupttangenten nach Clkbsch Enthalt 
die Flache eine Oerade, so ist diese eine Oaculierendc tflr jeden ihrer Puncte. 

') In einer Developpablen, die Kegel eingeschlossen, sind alle Puncte parabo- 
lisch. Die Osculierenden fallen mit den Erzeugenden zusammen. 
*) Dens, DieeUtppement de glomitrie, Paris 1813, p. 59. 
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r"f" und rr', also auch durch r"'. Unter dieser Voraussetzung haben 
also alle durch m gelegte Geraden in ihm einen zweipunetigen Contact mit 
der Fläche, und alle Ebenen durch m schneiden die Fläche in Curven, die 
in m einen Doppclpunct haben. Diese Sache rindet aber nur in singularen 
Puncten der Fläche statt. 

Die Ebene rr', in der alle Gerade, welche die Oberfläche in einem 
gewöhnlichen Puncte m berühren, enthalten sind, beisst die Tangentialebene 
der Flüche in m. Eine Tangentialebene in einein beliebigen Punct einer 
Fläche schneidet daher diese in einer Curve, die zwei reelle (»der imaginäre 
Zweige besitzt, welche sich im Bcrührungspuncte durchkreuzen. ') 

Mann kann auch sagen, dass die Tangentialebene der Fläche in m der 
Ort der Geraden ist, welche in ihm die auf der Fläche gezogenen Linien 
berühren. 

Clasae der Oberfläche nennen wir die Zahl der Tangentialebenen, die 
man durch eine beliebige im Raum gegebene Gerade legen kann. 

17. Wenn drei Gerade, die nicht in derselben Ebene liegen, und damit 
auch alle Geraden durch tn, dort die Fläche in zwei zusammenfallenden 
Functen treffen, so heisst m ein Doppelpunct für diese Fläche. Jede durch 
ihn gelegte Ebene schneidet die Fläche in einer Curve, für welche er ein 
Doppelpunct ist ; die Tangenten an die beiden Zweige haben mit der Curve 
eine dreipunetige Berührung. Es gibt daher eine unbegrenzte Zahl von Ge- 
raden, die im Doppelpuncte m einen dreipunetigen Contact mit der Fläche 
haben, und der Ort derselben ist ein Kegel zweiter Ordnung (1). Jede 
Tangentialebene dieses Kegels schneidet die gegebene Fläche in einer Curve, 
für welche m eine Spitze bildet. Wir werden im Folgenden zeigen, dass 
es sechs Erzeugende diese« Kegels gibt, von denen jede in m eine vier- 
punetige Berührung mit der Fläche hat. 

Es kann sich ereignen, dass der Kegel sich in zwei Ebenen P, Q auf- 
löst. In diesem Fülle sind die Osculierendtiii diejenigen Geraden, welche 
durch m gehen und in P (fävv Q liegen. Die Ebenen, welche durch die 
Gerade PQ gehen, schneiden die Fläche in Curven, für welche m eine 
Spitze ist. Der Schnitt, den jede der Ebenen Q macht, ist eine Curve 
mit einem dreifachen Puncte in m. Dies ist sogleich klar, wenn man be- 
achtet, dass jede Gerade, die durch m geht und in einer dieser Ebenen liegt, 
die Oberfläche und folglich auch die Curve in drei Puncten schneidet, die 
sämmtlich mit m zusammenfallen. Die Tangenten an die drei Zweige sind 
ebensoviel Gerade, die in m mit der Fläche einen vierpunetigen Contact 
besitzen. 

Es kann ferner vorkommen, dass die Ebenen P, Q in eine einzige zu- 
sammenfallen, die dann die einzige ist, welche die Fläche in einer Curve 



') PlAcker, Ueber die allgemeinen Gesetze, nach welchen irgend ztcei Flächen 
einen Contact der verschiedenen Ordnungen haben. (Crellcs Journal, Bd. 4; 1S*29. 
S. 3i9). 

Cbkmova. Oberflächen. 2 
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mit dreifachem Puncto m schneidet. Jede Ebene durch m gibt in diesem 
Falle eine Ctirve mit einer Spitze in diesem Puncte. 

Um diese drei Arten von Doppelpuncten zu unterscheiden, pflegt man 
sie coninthcn Punrt, Biplanarpunct, Vniplanarpunct zu nennen. *) 

Müh kann noch weitere Verschiedenheiten des Biplanarpunctes unter- 
scheiden, je nachdem eine oder zwei oder drei Gerade, die einen vierpunc- 
tigen Contact mit der Fläche haben, mit der Durchschnittsgeraden der beiden 
Tangentialebenen zusammenfallen ; und ebenso des Uniplanarptinctes, je nach- 
dem die drei Geraden mit vierpunetigem Contact verschieden sind oder zu- 
sammenfallen. *) 

IM. Eine Flache kann auch dreifache, vur/aclte, . . . , beliebig vielfache 
Puncte buhen. Ein Punct m heisst /> fach, wenn eine beliebig durch m ge- 
legte Gerade in ihm die Fläche in p zusammenfallenden Puncten schneidet. 
Jede durch m gelegte Ebene schneidet dann die Fläche in einer Curve mit 
einem /^-fachen Punct in m, und die Tangenten an die p Zweige haben dort 
eine (/>-}- 1 )-pnnctige Berührung mit der Fläche. Es gibt folglich eine un- 
begrenzte Zahl von Geraden, die mit der Fläche eine (/>-t-l)-pnnctige Berüh- 
rung in m haben, und der Ort derselben ist ein Kegel /Her Ordnung. Wir 
werden später zeigen, dass (>(p-\ 1) Erzeugende dieses Kegels mit der Fläche 
eine (/>-{- '2)-punctige Berührung haben. Der Kegel kann in gewissen Fällen 
in Kegel niederer Ordnung zerfallen oder auch in p Ebenen, die noch von 
einander verschieden sein können, oder zum Theil oder sämmtlich zusammen- 
fallen, und so vielerlei Arten von /'-fachen Puncten Entstehung geben. 

Eine Fläche kann aber niemals einen vielfachen Punct haben, dessen 
Grad der Multiplieität die Ordnung derselben übersteigt, denn in solchem 
Falle würde jede Gerade, die durch diesen Punct ginge, mehr Puncte mit 
der Fläche gemein haben, als deren Ordnungszahl zulässt, das heisst, sie würde 
vollständig auf der Fläche liegen. 

Hat eine Oberfläche v-ter Ordnung einen Hachen Punct o, so ist sie 
nothwentligerweisc ein Kegel mit dem Scheitel in o. Denn es würde jede 
Gorade, welche o mit einem andern Puncte der Fläche verbindet, vollständig 
auf derselben liegen, da sie v+1 Puncte mit derselben gemein hat. 3 ) 



•) Der Scheitel eines Kegels zweiter Ordnung, ein beliebiger Punct der Doppel- 
curve und ein beliebiger Punct der Ctispidalcurve einer Developpablen sind Bei- 
spiele dieser drei Arten von Doppelpuncten. 

*) Schi.aeki.i, Oh (he d'miribution of sur/acet of the third order into gpeciei 
(Philo-sophical Transaccion«, 1S63) p. 19S. 

3 ) Welche Zahl von Bedingungen bestimmt eine Oberfläche v-ter Ordnung ? 

Es Bei £/>_i die Zahl der Bedingungen, die erfüllt »ein mB*scn, damit die 

Flache einen (/>— l)-fachen Punct m hat. Die Geraden, die in m einen /»-fachen 

(«_n(«.p2) 

Conlact haben, bilden dann einen Kegel (/>-l)-ter Ordnung, der durch - ~ 

Erzeugende individualisiert wird. Wenn man folglich festsetzt, die Oborfl&che solle 
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Eine Oberfläche kann auch vielfache Linien haben, das heisst Linien, von 
denen alle Puncte vielfache Puncte der Fläche sind. ') So haben wir zum Beispiel 
schon gesehen, dass eine Developpable im Allgemeinen eine Doppelcurve und 
eine Cuspidalcurve bat. Besitzt eine Fläche eine /»-fache Curve "tor Ord- 
nung und eine Cuspidalcurve v'-ter Ordnung, so hat der Schnitt, den eine 
beliebige Ebene auf der Fläche bewirkt, eine Zahl von v /»-fachen Puncten 
und v Spitzen. Eine Fläche v-ter Ordnung, die nicht der Complex mebrercr 
Oberflächen niederer Ordnung ist, kann keine Doppelcurve besitzen, deren 

\)(v 2) 

Ordnungszahl grösser wäre als j-^ , da eine ebene Curve nicht mehr 

als diese Zahl von Doppelpuncten haben kann, ohne in Curven niederer Ord- 
nung zu zerfallen. *) 



fo-l)(/>4-2) 

in m mit jg" + 1 beliebig durch ra golegten Oeraden, die nicht auf 

einem Kegel (/>— 1 )-ter Ordnung liegen, eine /»-punetige Berührung haben, ao wird 

(jo- j) (o-f 2) 

tn ein /»-fachcr Punct. Daraus folgt, das« = $ /0 _ 1 -\- -f- 1, oder 

p(/>-H)(/H-2) 

e^— 12 3 Ut * H ** * bor ® ine Fllch ° > " Usr 0rdnun 8 einen >- f achen 

v(v4-3) 

Punct, so ist sie ein Kegel, der, sobald der Scheitel gegeben ist, durch — 10 — 

Bedingungen bestimmt ist. Daher ist die Zahl der Bedingungen, die eino FlAche 
v-ter Ordnung bestimmen: 

» (*+))( " +2) , "("+3) _ ►(v , -f-6v+ll) _ (»+l)(»-r-g)f»+3) 

1.2.3" + 1.2 — 1.2.3 — 1.2.3 ~ h 

Diene Zahl bezeichnen wir im Folgenden durch das Symbol tt(>). In der 
Tbat ist U(f)-j-l genau die Zahl der Coefficienten in einem vollständigen Polynom 
y-ten Grades zwischen drei Variablen. 

') Eine Cunre ist /j-fach, wenn sich in derselben p Schalen der Oberfläche 
schneiden, und diese bat folglich in jedem Puncte der /»-fachen Linie p Tangen- 
tialebenen, das heisst, der Ort der Geraden, welche in diesem Puncte einen (p-\-\)- 
fachen Contact mit der Flache haben, ist aus p Ebenen gebildet. Hat also 
eine Flache v-ter Ordnung z. B. eine Doppelgerade r, ao ist jeder Punct derselben 
ein Biplanarpunct. Eino beliebig durch r gelegte Ebene P schneidet nämlich die 
Fläche in einer Curve (v— 2)-ter Ordnung, die (v— 2) Puncte mit r gemein hat. 
Es sei a einer dieser Puncte. Jode Gerade durch a in der Ebene P gezogen hat 
dort drei zusammenfallende Puncte mit der Flüche gemein, folglich zerfallt der 
Osculationskegel in a in zwei Ebenen, deren eine P ist. Legen wir nun durch 
a eine beliebige Ebene E, so sehneidet diese die Flüche in einer Curve mit 
Doppelpunct in c; eine der respectiven Tangenten i*t die Gerade PE, die 
andere bestimmt sich als Durchschnitt von E und der zweiten Tangentialebene P* 
der Oberfläche in fl. Die Ebenen P, P' sind derart verbunden, dass jeder Lage 
der einen v — 2 Lagen der andern entsprechen, folglich finden 2(v— 2) Lagen statt, 
für welche P, P zusammenfallen (Einleitung, Nr. 83), es gibt also 2(x— 2) Uni- 
planarpuncte auf der Doppelgcraden r. 

*) Einleitung, Nr. 35. 

2 * 
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Hat ein Kegel ausser seinem Scheitel o noch einen andern ^fachen 
Punct b, so ist die Gerade ob eine /Wache Gerade. Dies ist augenschein- 
lich, wenn man beachtet, dass der durch eine Ebene, die beliebig durch 
Ob golegt ist, entstehende Schnitt in b einen /»-fachen Punct haben mnss, 
und dass ausserdem der Kegel aus Geraden besteht, die sämmtlich in o zu- 
sammenlaufen, dass also p dieser Geraden mit ob zusammenfallen. 

10. Wir haben gesehen, dass die Tangentialebene einer Fläche in einem 
gewöhnlichen Puncte derselben die Fläche in einer Curve schneidet, für 
welche der Bcrührungspunct ein Doppclpunct äst. Schneidet umgekehrt eine 
Ebene die Fläche in einer Curve mit Doppelpunct in m, und ist dieser kein 
Doppelpunct der Flüche *), so berührt die Ebene die Fläche in m, weil 
alle Geraden, die in der Ebene durch m gehen, dort einen zweipunetigen 
Contact mit der Curve also auch mit der Fläche haben. 

Aber es besteht ein weit allgemeineres Theorem. Ilaben zwei be- 
liebige Flächen einen gemeinschaftlichen Punct m und in ihm dieselbe Tan- 
gentialebene, das heisst, berühren sich die beiden Flächen im Puncte m, so 
schneidet jede Ebene, die durch diesen Punct geht, die beiden Flächen in 
zwei Linien, die sich in in berühren; diese Ebene hat also in m mit der 
Dtirchschnittscurve der beiden Flächen eine zweipunetige Berührung, das 
heisst soviel, als, die Curve hat in m einen Doppelpunct *). Die gemein- 
schaftliche Tangentialebene schneidet beide Flächen in Curven, die in tn eineu 
Doppelpunct besitzen, und hat folglich dort eine vierpunetige Berührung mit 
der Durchschnittscurve beider Flächen. In dieser Ebene liegen die Tan- 
genten an die beiden Zweige der Curve, und diese beiden Geraden haben 
jede, wenn man durch sie eine schneidende Ebene legt, mit der Schnittcurve 
eine dicipunctige Berührung in m, das heisst, die Schnitte der beiden Flächen 
OBculieren sich in diesem Puncte. Fallen beide Tangenten zusammen, das 
heisst, hat die Curve im Puncte m eine Spitze, so sagt man, die beiden 
Flächen haben eine stationäre Berührung. 

Gäbe es in der Tangentialebene durch m noch eine dritte Gerade, so 
dass die durch selbe gelegten Ebenen die beiden Flächen in Curven schnitten, 
die sich osculierten, so hätte die Schnittcurve beider Flächen in m einen 
dreifachen Punct, folglich hätte jede Ebene durch m in ihm einen dreipunc- 
tigen Contact mit der Curve, dass heisst, sie schnitte die beiden Flächen in 



So schneidet zum Beispiel eine Ebene, die durch eine Generatrix einer 
Developpnblcn /Mcr Ordnung geht, diese Fl&che in der Erzeugenden und einer 
Cm vc (p— l)-tcr Ordnung, welche von der Geraden in einem Puncto osculierl 
wird und in p—4 andern Puncten geschnitten. Aber diese Puncto sind keine 
wirklichen BerOlunng^puncte. Der erste gehört der Cuspidalcurve, die andern 
der Doppelcurvo an. 

*) Hat umgekehrt die gemeinschaftliche Curve zweier Flachen einen Doppel- 
punct, der weder für dio eine noch die andere Flache ein Doppelpunct ist, so 
berühren sich die beiden Oberflächen in diesem Puncto. 
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Curven, die eich osculieren. In diesem Falle sagt man, die beiden Flächen 
osculieren sich in m. ') Sie haben in m die beiden Osculiercnden gemein, 
und die Tangentialebene hat in diesem Puncto , da sie beide Flächen in 
Curven mit Doppelpunct in m und denselben Tangenten in diesem Puncte 
schneidet, einen sechspnnctigen Contact mit der Dnrchschnittsctirvu beider 
Flächen. Die Tangenten an die drei Zweige dieser Curve sind die Geraden, 
durch welche die Ebenen gehen, welche die Flächen in Curven mit vicr- 
punetigem Contact in m schneiden. 

20. Zwei Flächen von den Ordnungen v,v' werden von einer willkür- 
lichen Ebene in zwei Curven geschnitten, welche vS Puncte gemein haben. 
Beide Flächen schneiden sich also in einer Curve vv'-ter Ordnung. *) Da die 



') Im Allgemeinen sagt man, zwei Flachen haben in einem Puncte m einen 
Contact der Ordnung p, wenn eine willkürliche Ebene, die durch m geht, dieselbe 
in zwei Curven schneidet, die dort eino (/>-f- 1) punetige Berührung haben. Die 
Durcbschnittscurve beider Flüchen hat dann in m einen (p J-l)-fachen Punct 
(Pi-ückkr, a. a. 0. S. 351.) Man sieht leicht, das«, wenn eino Flftche mit einer 
andern gegebenen Flache eine Berührung p-ter Ordnung in einem ebenfalls gegebe- 
nen Puncte eingehen soll , dies dasselbe ist, als ob sie durch ( ?f 

(hier uoendlich nahe) Puncto gehen mQsste. 

*) Durch die Curve der Ordnung »*, Durchschnitt iwoier Flachen v-ter Ord- 
nung, geht eine unbegrenzte Zahl anderer Flächen derselben Ordnung. Dies be- 
weist man, indem man beachtet, dass entweder die gleiche Eigenschaft für die 
Curve Platz greift, die aus dem Durchschnitt beider Flächen durch eine beliebige 
Ebene entsteht, oder auch, dasB, wenn 17 = 0, F = 0 die Gleichungen dieser Kittchen 
sind, die Gleichung U~\-XV = 0 für jeden Werth des Parameters X eino Fläche 
repräsentiert, welche durch sämmtliche gemeinschaftliche Puncto der beiden ge- 
gebenen hindurchgeht. 

Wir haben anderwärts (18) bewiesen, da** eine Fläche v-ter Ordnung durch 
H(v) Bedingungen gegeben ist Durch U(v) beliebig im Kaumo gegebene Puncte 
gebt also eine Flüche v-ter Ordnung, aber auch nur eine einzige, weil, sobald 
durch diese Puncte zwei Flachen dieser Ordnung gingen, in Gemäss der eben 
bemerkten Eigenschaft, sich eine unbogreuzte Zahl anderer ebenfalls durch die- 
selben beschreiben liessen. 

Durch It(v)— 1 gegebene Puncte Übst sich eine unbegrenzte Zahl von Flüchen 
v-ter Ordnung legen, von denen zwei sich in einer Curve v'-tcr Ordnung schnei Jen, 
die durch alle jene Puncto geht. Durch diese Curve gehen unzählig viele andere 
Flüchen derselben Ordnung, nümlich die, welche die gegebenen Puncte enthalten. 
Also haben wir den Satz: 

Alle Flüchen v-ter Ordnung, welche durch IT(v)— 1 beliebig gegebene Pttncfe 
gehen, tchnciden tich auf einer und derselben Curve >*-Ur Ordnung, 

oder auch: U(v) — 1 beliebig gegebene Puncte be>timmen eine Curve der v ? -tcn 
Ordnung, durch die eine unbegrenzte Zahl von Fi&chen v-ter Ordnung geht. 
PlQckeb, lUchcrcJtet tur le» sur/aces algibrirpies de toxu le* dtgrh (Annale* de 
Mathematiques par Gergonne, T 19; IS2S — 1S29). 

Der Complex aller Flüchen v-ter Ordnung, die durch diosolbo Curro v'-ter 
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Tangente dieser Curve in einem beliebigen ihrer Pnncte dort beide Flächen 
berühren muss, 60 ist sie der Durchschnitt der Ebenen, welche in demselben 
Puncte beide Flächen berühren. Die Doppelpuncte der Curve sind, wenn 
sie nicht Doppelpuncte für eine der beiden Flächen sind, Berührungspuncte 
derselben. Schneiden sich die Flächen in zwei getrennten Curven, so 
ist jeder gemeinschaftliche Punct dieser Curven ein Berührungspunct der 
Flächen. 

Ist ein gemeinschaftlicher Punct zweier Flächen für die erste ein />-facher 
für die zweite ein /' -facher Punct, so ist er für die beiden Flächen gemein- 



Ordnung gehen, heisst ein FlilchcnbiUcUl vier Ordnung. Durch einen beliebig 
im Raum gegebenen Punct geht nur eine Flache des Büschels. Ist umgekehrt 
ein Complex von Flachen f-ter Ordnung Xliy) — 1 gemeinschaftlichen Bedingungen 
unterworfen und so beschaffen, dass durch einen willkürlichen Punct des Raumes 
nur eine Flache geht, so ist die CurTe , die zweien Ton ihnen gemein ist, allen 
gemein, und der Complex bildet ein Büschel. Die Tangente der Basit-Curve, 
gemeinschaftliche Curve aller Flachen des Büschels, in einem beliebigen ihrer 
Puncte liegt in der Tangentialebene jMer Ober/lache des Büschels ; also gehen die 
Ebenen, welche die Flachen eines Büschels in demselben Puncte t der Basis- 
Curve berühren, durch ein und dieselbe Gerade /, das heisst, sie bilden ein Ebenen- 
büschel. Jeder Fl&che des Büschels entspricht eine Tangentialebene, ebenso ent- 
spricht umgekehrt jeder Ebene durch t eine Fl&che des Büschel?, nämlich diejenige 
Flache , welche durch einen Punct der Ebene geht , der unmittelbar benachbart t 
ist, aber ausserhalb / liegt Wir sagen deshalb, da« Fl&chonbüschel und das Büschel 
der Tangentialebenen sind projectiviach, und wir verstehen unter DoppeloerhältnUs 
von vier Flüchen des Rütchcl» das Doppel verhältniss der vier entsprechenden Tan- 
gentialebenen in einem beliebigen Puncte der Basiscurve. Zwei Flächenbüschel 
kann man projectirUck nennen, wenn das Büschel der Tangentialebenen in einem 
Puncto der Basiscurvo des ersten Büschels dem Büschel der Tangentialebe- 
nen in einem Puncte der Basiscurve des zweiten Büschels projectivisch ist, oder 
auch, wenn die Flachen des ersten Büschels eindeutig den Flächen des andern 
Büschels entsprechen. 

Ein Flächenbüschel wird offenbar durch eine Ebene in Curven geschnitten, die 
ein Büschel bilden. 

Man kann ferner leicht die Zahl der Puncte finden, welche die Curve v,i/»-tcr 
Ordnung bestimmen, die den Durchschnitt zweier Flächen der vi-ten und vt-ten 
Ordnung bildet, v t y--vj vorausgesetzt. Die beiden Flächen seien F x ,Fi und es 
sei F eine beliebige Fläche von der Ordnung v x — vt. Die Curve Vi'-ter Ordnung 
in welcher die Fläche F x das System der Flächen FtF schneidet, ist die Basis 
eines Büschels ft-ter Ordnung, man kann also durch sie und durch einen andern 
beliebig im Räume gewählten Punct eine neue Fläche vi-ter Ordnung legen. F 
kann aber, da sie ganz willkürlich ist, VL(v\ — *t) Bedingungen genügen, folglich 
kann man durch die Curve F x F t und durch Jl^i— >»M-1 Puncte eine Fläche 
vi-ter Ordnung legen. Aber eine Fläche dieser Ordnung ist durch Xl(»t) Bedingungen 
gegeben, folglich enthalten alle Flächen v,-tcr Ordnung, die durch H (vi) — Tt(''t — vi) — 1 
beliebige Puncte der Curve V|V t -ter Ordnung gehen, diose vollständig. Diese 
Curve ist also durch obige Zahl von Bedingungen gegeben. Jacobi, De relalio- 
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8chaftliche Curve ein /»/>'-facher Pmict. Denn eine beliebig durch ihn ge- 
legte Ebene schneidet beide Flächen läng» zweier Citrvcn, die in diesem 
Puncte bezüglich p und p' »ich kreuzende Zweige besitzen und also 
dort pp' zusammenfallenden Puncten haben. Wäre der gemeinschaftliche 
Punct für beide Flächen ein />-facher Punct, und hätten beide daselbst den 
nämlichen Osculationskegel, das ist den Ort der Geraden, welche dort die 
Fläche in p-\-l unmittelbar folgenden Puncten treffen, so hätten beide Schnitt- 
linien den />-fachen Punct und die p Tangenten gemein also auch p' r p zu- 
sammenfallende gemeinsame Puncte; es wäre folglich dieser Punct für die 
beiden Flachen gemeinsame Curve ein />(/>-{- l)-facher Punct. 

Wenn zwei Flächen sich berühren , sich osculieren, . . . längs einer 
Curve, das heisst in allen Puncten einer Curve, so muss diese zweimal, 
dreimal, ... bei den vollständigen Durchschnitt gezählt werden. Das ist 
klar, wenn man beachtet, dass eine beliebige Transversalebene beide Flächen 
in Curven schneidet, die unter sich ßoviele zweipunetige, dreipunetige, . . . 
Contacte haben, als die Ordnung dieser Curve gross ist. 

Ist eine Curve für eine Fläche eine /»-fache Curve und für eine andere 
Fläche />'-fach, so inuss man sie bei der Durchschnittscurve beider Flächen 
pp' -mal zählen. 

21. Nimmt man als für sich klar an, dass die Zahl der Puncte, 
in denen eine Curve v-ter Ordnung von einer Fläche v'-ter Ordnung ge- 
schnitten wird, nur von den Zahlen v und >' abhängt, so kann man schlicsseu, 
dass die Fläche dio Curve in v/ Puncten schneidet, weil dies die /ZuM der 

■ 

Durchschnittspuncte wäre, im Falle die zweite Oberfläche aus v' Ebenen 
zusammengesetzt wäre. Es fulgt daraus, dass, wenn eine Curve > ter Ord- 
nung mehr als »' Puncte mit einer Fläche "'-ter Ordnung gemein hat, 
dieselbe vollständig auf der Fläche liegt. 

Ist ein Punct für die Curve />-fach, für die Fläche /»'-fach, so zählt er für 
pp' Durchschnittspuncte. So trifft zum Beispiel ein Kegel p'-tcr Ordnung, 
dessen Scheitel in einem /"-fachen Punct einer Curve v-ter Ordnung liegt, 
diese letztere in noch weiteren vp'—pp' Puncten. Der Perspectivkegel der 
Curve nämlich, der seinen Scheitel in diesem Puncte hat (13), ist von der 
p) ten Ordnung und schneide* folglich den ersten Kegel längs p'^y—p) 
Generatrixeu. 



nibtu, quae locum habere debenl infer puneta inttrtccti»nin etc (Grelles Journal, 
Bd. 15; 183(5). 

So ist zum Beispiel eine ebene Cunrc >-ter Ordnung durch --^ ' ^ Puncto 

bestimmt; die Durchschnittscurve einer QuadriHftclie mit einer Flttchc > ter Ord- 
nung ist bestimmt durch f{v--(-*2) Puncte; dio Durchschnittscurve einer cubi>clien 
Flüche, das heisst einer Flüche dritter Ordnung, mit einer Flache v-ter Ordnung 

• • * ',. 3*-(v4-l) _ 

ist bestimmt durch ; — - — Puncte; u. s w. 
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Man sagt eine Cur et- und ritte Fläche haben einen zteeipunetigen Conlact, 
wenn sie zwei unendlich nahe Pnncte gemein haben, das heisst, wenn eine 
Gerade sie beide in demselben Pnncte zweipunetig berührt; nie haben ferner 
einen dreipunetigen Gmtact, wenn sie drei unendlich nahe Pnncte gemein 
haben, das heisst, wenn eine Ebene die Curve in demselben Puncte oscu- 
liert, in dem sie die Fläche berührt; u. 8. w. 

Der Durchschnitt zweier Flächen n-ter und v t -ter Ordnung ist eine 
Curve fiVi-ter Ordnung, welche mit einer Fläche ^s-ter Ordnung vi^fj 
Pnncte gemein h:«f. Drei Flüchen von den Ordnungen v,,v,,v 3 haben daher 
>i>2>a gemeinschaftliche DurchscbniUspuncte. ') 

Hütten drei Flüchen einen gemeinschaftlichen Berührungspunet, so zählte 
dieser als vier Durchschnittspunctc, Denn die Curve, die den beiden ersten 
Flüchen gemein ist, hat mit der gemeinschaftlichen Tangentialebene und 
also auch mit der dritten Fläche eine vierpunetige Berührung. 

22. Zwei Flüchen v-ter und v'-ter Ordnung mögen eine Berührung (p— l)-tcr 
Ordnung längs einer Curve M tcr Ordnung haben, dann schneiden sie sich ausser- 
dem noch in einer Curve (>>'—pp)- ter Ordnung. Eine Fläche der v"-ten Ordnung, 
diu mit der ersten Curve im Puncte o eine «r-pnnetige Berührung hat, schneidet 
diese in andern >"/x— «rPuncten, und trifft die zweite Curve in *"(vv'— /»/«jPuncten. 
Folglich haben die beiden Curven, in denen die dritte Fläche die beiden ersten 
schneidet, *"p-<r /o-punetige Contacte und v"{»'— pp) einfache Durch- 
Bchnittspnnctc. Da nun die gemeinschaftlichen Puncte dieser Curven die- 
jenigen sind, in welchen sich die drei Flächen schneiden, so haben die Curven 

uv V — p(>"p — <r) — *"(>*' — pp) — per 
aufeinandcrfallendc Durchschnittspuncte in o: das heisst die beiden Curven 
haben in o einen /»r-punetigen Contact. ») 

Der Satz lässt sich nicht anwenden, wenn ß = \ und f" = l ist. Eine 
Developpablc v-tor Ordnung wird zum Beispiel von einer ihrer Tangential- 
ebenen längs einer Generatrix berührt und von derselben in einer Curve 
(f— 2)-tcr Ordnung geschnitten, welche die Generatrix in einem Puncte o 
berührt und sie in andern v— 4 Puncten schneidet. Eine andere Ebene, die 
auch durch die Generatrix geht, schneidet die abwickelbare Fläche in einer 
Curve der — l)-ten Ordnung, die in o *nit der Generatrix v — l—(v—i) 
Puncte gemein hat, das heisst, diese Curve wird durch die Generatrix oseu- 
liert, wie wir schon anderweitig gesehen haben (13). 



') Dies entspricht dem »nalytiachen Factum, dass drei algebraischen Gleichungen 
des V|-ten, vz-ten, t^-ten Grades ewirchen drei Variablen gleichzeitig durch >ivi»3 
Systeme von Werthen dieser Unbekannten genügt wird. 

3) Ditpix, Developpcmcnt», p. 231. 
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CA PI TEL IV. 

OBERFLÄCHEN ZWEITER ORDNUNG. 

23. Eine Fläche heisst von der zweiten Ordnung, oder eine Qitadri- 
ßäche (15), wenn eine beliebige Gerade nie in zwei (reellen, imaginären, ge- 
trennten, zusammenfallenden) Puncten trifft, oder auch, wenn eine beliebige 
Ebene sie in einem Kegelschnitt oder einer Linie zweiter Ordnung (die reell 
oder imaginär sein kann) schneidet. 

Hat eine Gerade mit der Fläche drei Puncto gemein, so liegt sie voll- 
ständig auf derselben, und eine Fläche enthält also die beiden Geraden roll- 
ständig, welche sie in einem beliebigen Puncte m (10) osculieren. Diese 
Geraden bilden den Durchschnitt der Fläche mit der Tangentialebene in m, 
da eine Curve zweiter Ordnung mit einem Doppelpunct sich notwendiger- 
weise in zwei (reelle, imaginäre, getrennte, zusammenfallende) Gerade g, g' 
auflöst. 

Wir nehmen zuerst an, die Geraden g, g' öelen zusammen. In diesem 
Falle borührt die Ebene die Fläche in allen Puncten der Gerade g. Eine 
andere durch g gelegte Ebene schneidet die Fläche in einer neuen Geraden, 
welche die erste in einem Puncte & schneidet, der für die Fläche ein Doppel- 
punct ist, da diese in ihm von beiden Ebenen berührt wird (17). Aber 
eine Fläche zweiter Ordnung mit einem Doppelpunct ist ein Kegel mit dem 
Scheitel in diesem Puncte (18), und es fallen daher in jedem Puncte m die 
beiden Geraden g, g' in eine einzige zusammen. Hieraus folgert sich : Hat 
eine QuadriHäche einen parabolischen Punct, so sind alle andern Puncto der- 
selben ebenfalls parabolische Puncte, und die Fläche ist ein Kegel. 

24. Es seien jetzt die Geraden g, g', die dem Puncto m zugehören, beide 
reell und von einander verschieden. Eine Ebene, welche durch g gelegt ist 
und durch einen beliebigen Punct n der Fläche, schneidet diese längs einer 
neuen Geraden ä', die durch n geht; und die Tangentialebene in n, die Bchon 
die Gerade h' enthält, enthält ausserdem noch eine zweite Gerade A, die 
durch n geht und auf der Fläche liegt. Hat folglich eine Quadrifläche einen 
hyperbolischen Punct, so sind ihre sämmtlichen Puncte hyperbolisch. Wenn 
daher eine QuadriHäche eine reelle Gerade enthält, so liegen auf ihr auch 
noch eine unbegrenzte Zahl anderer und, den Fall ausgenommen, dass die 
Fläche ein Kegel ist, gehen durch jeden Punct derselben zwei Gerade. 

Lassen wir, wie früher, um die Gerade g eine Ebene rotieren, so haben 
wir für jede Lage dieser Ebene eine Gerade h', die g in einem Puncte 
trifft, in welchem die Ebene die Fläche berührt. Dieser Punct ist für zwei 
Lagen der Ebene nicht mehr derselbe, also auch nicht für zwei Gerade h', 
weil die Fläche, da sie kein Kegel ist, nicht drei Gerade zulässt, welche 
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auf ihr liegen und in demselben Puncte zusammen laufen. Daraus, dass 
zwei Gerade h' die Gerade g in verschiedenen Puncten treffen, folgt, dass 
sie niemals in dieselbe Ebene fallen können. Wir sagen, dass alle diese Ge- 
raden h', zu denen auch g' gehört, ein System geradliniger Generatrixen der 
Fläche bilden. 

Lassen wir jetzt ebenso eine Ebene um g' rotieren, so erhalten wir 
analog ein andere« System gcraiUiniger Generalrixen derselben Flüche, die 
ebenfalls zu zwei und zwei nicht mehr in derselben Ebene liegen und die 
sämmtlich von den Erzeugenden des ersten Systems verschieden sind, weil 
sie sämmtlich g' schneiden. Unter diesen neuen Geraden befindet sich auch g. 

Auf diese Weise enthält die Fläche zwei Systeme von Geraden. ') Durch 
jeden Punct der Fläche geht eine Gerade des einen und eine Gerade des 
andern Systems, und es enthält also jede Tangentialebene eine Gerade aus 
jedem Systeme. Der Uurchschnittspunct zweier Geraden aus verschiedenen 
Systemen ist der Punct, in welchem die Fläche von der Ebene berührt wird, 
welche die beiden Geraden enthält. Zwei Gerade desselben Systemes liegen 
nicht in derselben Ebene, aber jede Gerade des einen Systems schneidet alle 
Geraden des andern. , 

Um Confusion in der Sprache zu vermeiden, ist es gut, die Geraden 
dea einen Systems Generalrixtn , die des andern Systems Directrixen zu 
nennen. 

25. Wenn wir jetzt den dritten Fall betrachten, dass nämlich die Ge- 
raden g, g' imaginär conjugiert sind mit reellem Durchschnittspunct, so können 
wir geraden Wegs schliessen, dass, wenn eine Quadrifläche einen elliptischen 
Punct hat, alle ihre Puncto elliptisch sind. 2 ) In diesem Falle kann man 
sagen, dass die Fläche zwei Systeme von Geraden enthält, die sämmtlich 
imaginär sind, und dass jede Tangentialebene die Fläche in zwei imaginären 
Geraden schneidet, die sich in dem reellen liertihrungspuncte kreuzen 3 ) 

Dadurch zerfallen die Quadriflächen in drei wohluntorschiedene Arten '- 
Flächen mit hyperbolischen Puncten, Flächen mit elliptischen Puncten, Flächen 
mit parabolischen Puncten oder Kegel. 

Die Flächen der ersten Art bilden das einfachste Beispiel derjenigen 
Flächen, welche durch Bewegung einer Geraden erzeugt werden und nicht 
abwickelbar sind (WindsMcfe Fladien). Die Überdachen der drei Arten 



• ) Wrex, Qeneratio corporis cylindroidis ftyperbolici etc. (Philos. Trans. 1669, 
p. 961). Man vgl. Journal de l'e'cole polyt cah. 1 (1794) p. 5. 

2) Dl'PJN, De'celoppements , p. 209. Im Allgemeinen haben die Flachen von 
höherer Ordnung als der «weiten eine Region, deren Puncte sämmtlich hyperbolisch, 
und eine andere, deren Puncte alle elliptisch sind. Beide Regionen werden durch 
die parabolische Curve, den Ort der parabolischen Puncte, getrennt. Geroonxe, 
De la courbure dts sur/dje» courbes (Annalea de Gergonno, T. 21. 1S30 — 31, p. 2.33). 

3) Poscelet, Trakt des proprietes projectivet des figurcs. (Paris 1822). 
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lassen verschiedene Formen zu, die sich nach der Art des Schnittes classiti- 
cieren lassen, den die unendlich entfernte Ebene macht, wie es bei den Kegel- 
schnitten der Fall ist. ') 

Die Flächen der ersten Art erstrecken sich, da sie aas Geraden ge- 
bildet sind, ins Unendliche, aber die Ebene im Unendlichen kann entweder 
in einer Curve schneiden, oder berühren, das heiast, in zwei Geraden schnei- 
den. Im ersten Falle heiast die Fläche windschiefes oder einmantelige* 
Hyperboloid ; im zweiten Falle unndschiefcs oder hyperbolische* ParaboUrid. 

Die Flüchen der zweiten Art erstrecken sich entweder nicht ins Un- 
endliche (EllipsoidJ, oder werden von der unendlich entfernten Ebene in einer 
Curve geschnitten (Ztteimanteliges Hyperboloid), oder werden von derselben 
in einem Puncto berührt (Elliptisches Paraboloid). 

Die Flächen der dritten Art haben entweder den Scheitel in end- 
licher Entfernung, (Kegel in der eigentlichen Bedeutung des Wortes), oder 
ihre Erzeugenden sind parallel (Cylinder). Im letzern Falle heisst der Cy- 
linder, jenachdem die unendlich entfernte Ebene die Fläche in zwei reellen 
verschiedenen, in zwei imaginären oder in zwei reellen zusammenfallenden 
Geraden schneidet, hyperbolisch, elliptisch, parabolisch.*) 

26. Wir wollen jetzt die Quadriflächen der ersten Art betrachten. Drei 
Gerade des einen Systems, die wir als Directrixen ansehen wollen, genügen 
dann, dieselbe zu individualisieren. Denn durch jeden Punct der einen von 
den drei Geraden, kann man eine Transversale legen, welche die andern 
beiden trifft, und alle analogen Transversalen sind die Generatrixen der 
Fläche. 3 ) Aus drei Generatrixen leiten wir in ähnlicher Weise die Direc- 
trixen ab.*) i 

Zwei beliebig gewählte Directrixen werden von allen Generatrixen in 
Puncten geschnitten, welche zwei projectivische Punctreihen bilden. Dies 



>) Ein Kegelschnitt heilst Hyperbel, Ellipse, Parabel, je nachdem seine Puncto 
im Unendlichen reell and verschieden, imaginär sind oder zusammenfallen. 

*) Elxbb, Introductio in analysin infinitorum. Tom. 2. app. cap. 5. 

3 ) Es ist sehr leicht auf die Frage zu antworten, von welcher Ordnung der 
Ort d- r Geraden x ist, welche drei Gerade g, h, k schneiden. Es sei t eine belie- 
bige Transversale, dann ist die Ordnung der Flache gleich der Zahl der Geraden je, 
welche die vier Geraden g, h, k, t schneiden. Von einem beliebigen Puncto g von g 
ziehe man eine Gerade, die h und auch l in t trifft, und aas demselben Puncto g ziehe 
man eine zweite Gerade, welche k und auch / in 1' trifft. Lässt man g auf y variieren, 
so erzeugen die Puncte t, V zwei projectivische Punctreihen Die beiden gemein- 
schaftlichen Puncte derselben geben die beiden Geraden , die alle vier gegebenen 
g, h, Je, t schneiden. Dio Flache ist also von der zweiten Ordnung. 

-I) Es folgt auch, dass die Flache durch zwei Directrixen und drei Puncte eben- 
falls bestimmt ist, da man, wenn man durch diese drei Puncte die Generatrixen 
zieht, die drei Paare entsprechender Puncte erhält, die nothwendig aber auch hin- 
reichend sind, am die projecti vischen Punctreihen zu individualisieren. 
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ist klar, wenn man beachtet, dass von einem beliebigen Punct dieser Dircc- 
trix nur eine einzige Generatrix ausgeht. ') Es ist folglich das Doppelver- 
hältniss von vier Puncten, in welchen vier feste Gcneratrixen eine Directrix 
schneiden, constant für jede beliebige Directrix. 

Dem analog bestimmen zwei Directrixen mit allen Generatrixcn zwei 
projectivische Ebenenbüschel. Es ist also das Doppelverhiütniss von vier 
Ebenen, welche bezüglich durch vier feste Generatrixcn gehen und sich 
sämmtlich in derselben Directrix schneiden, constant für jede beliebige 
Directrix. 

Umgekehrt bilden die Geraden, welche die entsprechenden Puncte zweier 
projectivischer runetreihen verbinden, die nicht in derselben Ebene liegen, 
eine Flüche zweiter Ordnung. Es seien y, h die beiden Geraden, g, h irgend 
zwei entsprechende Puncte, und g' der Punct , in welchem g von der 
Geraden getroffen wird, die von h ausgeht und eine willkürlich fixierte 
Transversale t schneidet. Lassen wir h variieren, so erzeugen die Puncte 
g, g' zwei projectivische Punctreihen auf g, und die denselben gemeinschaft- 
lichen Puncte geben die beiden Geraden, welche correspondiereude Puucte 
von g, h verbinden und von t geschnitten werden. 

Sobald die beiden Geraden in den entsprechenden Puncten in propor- 
tionale Stücke getheilt werden, so ist die erzeugte Fläche das windschiefe 
Paraboloid. *) 

Auch die Durchschnittsgeraden der entsprechenden Ebenen zweier pro- 
jectivischer Büschel bilden eine Fläche zweiter Ordnung. Denn eine will- 
kürliche Ebene schneidet die Ebene der beiden Büschel in Geraden, die 
zwei projectivische Strahlenbüschel bilden. Die entsprechenden Strahlen der- 
selben erzeugen, iudem sie sich schneiden, eine Curve zweiter Orduung, es 
wird also die fragliche Fläche von einer beliebigen Ebene in einer Curve 
zweiter Ordnung geschnitten. ») 



1) Beachten wir, dass jede Directrix einen Punct im Unendlichen hat, durch 
den eine Generatrix gehen tnuss, so sehen wir, diss für das windschiefe Hyperbo- 
loid jede Directrix unter den Generatrixen eine Parallele hat. Die Ebene, welche 
zwei parallele Gerade enthalt, eine Generatrix und eine Directrix, berührt in einem 
unendlich entfernten Puncte. und heisst deshalb Asymptotcnebenc. Im windschiefen 
Paraboloid dagegen enthalt die unendlich entfernte Ebene, da sie die Flache berührt, 
eine Generatrix, auf der alle unendlich entfernton Puncto sttmmtlicher Directrixen, 
und eine Directrix, auf der alle unendlich entfernten Puncte s&mmtlicher Genera- 
trixen liegen. In diesem Falle schneidet also jede Asymptotenebene die Flache in 
einer einzigen Geraden in endlicher Entfernung und alle Asymptotenebenen bilden 
zwei parallele Ebencnbfiscbel. 

2) Weil die Flache, da diu unendlich entfernten Functe der beiden projecti- 
vischen Punctreihen correspondiereude Puncte sind, eine Generatrix in unendlicher 
Entfernung hat. 

3) Steixkk, Systematische Entwicklung der Abhängigkeit geometrischer Ge- 
stalten von einander, Berlin 1832. § 51. 
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Liegen die beiden gegebenen Gerade«, durch welche die Ebenen der 
beiden projectivisehen Büschel hindurchgehen, in derselben Ebene, die sich 
nicht selbst entsprechen möge, so ist die erzeugte Fläche ein Quadrikegcl, 
dessen Scheitel in dem gemeinschaftlichen Durchschnittspuncte der gegebenen 
Geraden liegt (5). 

27. Zieht man von einem beliebigen festen Puncte o als Pol eine Trans- 
versale die eine gegebene Quadrifläcbe in zwei Puncten a„ a, schneidet, und 
sucht den in Bezug* auf a,, Oi conjugierten harmonischen Punct m von o, 
was ist dann der Ort der Puncte, die allen Transversalen entsprechen, welche 
von o ausgehen? 

Jede Transversale enthält einen einzigen Punct m, und dieser Punct 
kann auch nicht auf o fallen, weil o als nicht auf der Fläche befindlich an- 
genommen war. Der gesuchte Ort ist also von der ersten Ordnung, das 
heisst, eine Ebene. Man nennt sie die Polarebene des Poles o. ') 

Nimmt man den Pol o auf der Fläche an, so fällt einer der beiden 
Schnit (puncte a,, a? mit dem Pole zusammen. Für alle Transversalen, die 
die Fläche in einem zweiten von o verschiedenen Puncte treffen, fällt der 
harmonische Punct m in o. Wird aber die Transversale Tangente der Fläche 
in o, so wird m unbestimmt, weil in diesem Kalle der Pol «nd beide Puncte 
a ( , Oi zusammenfallen, es kann also ein beliebiger Punct der Transversale 
sein. ■) Der Ort des Punctes m ist daher der Ort der Geraden, welche in 
o die Fläche berühren. Wenn also der Pol ein Punct der Fläche selbst 
ist, so ist die Polarebene die Tangentialebene der Fläche in diesem Puncte. 
Umgekehrt kann ein Punct nur dann in seiner Polarebene liegen, wenn er 
ein Punct der Fläche ist. 

Betrachtet man auf der Transversale, welche die vier Puncte o, m, a ( , a» 
enthält, m als Pol, so wt o der harmonisch conjugierte Punct. Geht also 
die Polarebene von o durch m, so geht umgekehrt die Polarebene von m 
durch o. Ist daher eine Ebene gegeben, und man bestimmt die Polarebeen 
dreier Puncte derselben, so ist der Punct, in welchem sich diese drei Ebenen 
schneiden der Pol der gegebenen Ebene. Diese kann niemals zwei ver- 
schiedene Pole 0|, o« haben, ') denn wenn die Gerade o,Oi die Fläche in 
Ot, tti und die Ebenen in m trifft, so kann der Punct m nicht zwei ver- 
schiedene conjugierte harmonische Puncte in Bezug auf dasselbe Paar ai, o* 
haben. 

So kommt es, dass jeder Punct Jes Raumes seine Polarebene hat, und 
umgekehrt jede Ebene ihren Pol. Für alle Puncte, die in einer festen 
Ebene liegen, geht die Polarebene durch den Pol der festen Ebene, und 

1) Offenbar schneidet eine beliebige durch o gelegte Ebene die Polarebene in 
einer Geraden, welche die Polare ron o in Bezog auf den Durchschnittskegelschnitt 
der Flflcbc ist. 

2) Einleitung, Nr. 17. 

3) Nämlich im allgemeinen Falle, da«s die Quadriflächcn keinen Doppelpunct 
haben. Man «ehe die Anmerkung ') auf Seite 31. 
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alle Ebenen, die durch einen festen Pnnct gehen, haben ihren Pol auf der 
Polarebene des festen Punctes. 

28. Es seien M, N die Polarebonen der beiden Puncte m, n. Für jeden 
Punct der Geraden MN, die natürlich in beiden Ebenen M, N liegt, geht 
di> Polarebene sowohl durch ro als durch n, das heisst durch die Gerade 
mn. Also ist der Ort einen Punctes, dessen Polarebenen durch eine feste 
Gerade mn gehen, eine andere Gerade MN. Die Polarebene eines belie- 
bigen Punctes von MN geht durch jeden Punct der Geraden mn, folglich 
geht die Polarebene jedes Punctes von mn durch die Gerade MN. Die 
Geraden mn und MN sind mithin so untereinander verknüpft, dass jede 
die Pole der Ebenen enthält, welche durch die andern sich legen lassen, 
und dass jede in der Polarcbeno der Puncte der andern liegt. Zwei Gerade, 
welche diese Beziehung zu einander haben, hcisscn conjvgiert oder reciprok 
in Bezug auf die Quadrifläche. Man nennt wohl auch die eine die Polare 
der andern. 

Jede Gerade hat ihre Conjugierte. Geht eine Gerade r durch einen 
Punct m, so liegt die conjugierte Gerade r' in der Polarebene M von m, 
und umgekehrt '). Folglich sind die Geraden, welche durch m gehen, die 
conjugierten Geraden aller Geraden der Ebene M, und es können daher 
zwei conjugierte Gerade nicht gleichzeitig in einer Ebene M liegen, ohne 
dass sie beide durch den Pol m gehen. In diesem Falle ist aber m ein 
Punct der Flache, M ist die Tangentialebene, und die beiden Conjugierten 
sind beide Tangenten der Fläche. Berührt umgekehrt eine Gerade die 
Quadrifläche in m, so liegt die Conjugierte in der Ebene M, welche in m 
berührt, und da die erste Gerade auch in M liegt, so geht die zweite eben- 
falls durch m, das heisst die beiden Geraden sind Tangenten der Fläche im 
nämlichen Puncte. Es trifft also im Allgemeinen eine Gerade ihre Conju- 
gierte nicht, wenn aber der Durchschnitt statt hat, so sind beide Gerade 
Tangenten in demselben Puncte der Fläche. 

Die Geraden, welche die Fläche in m berühren, sind zu zwei und zwei 
conjugiert, sie bilden also eine Involution zweiten Grades. *) Diese hat zwei 
Doppelstrahlen, das heisst, es gibt unter diesen Tangenten zwei, die sich 
selbst conjugierte Gerade sind. Eine sich selbst conjugierte Gerade liegt in 
der Polarebene ihrer eigenen Puncte, das heisst alle ihre Puncte liegen in 
den entsprechenden Polarebenen oder auf der Fläche;. das will sagen, eine 
sich selbst conjugierte Gerade ist nSthwendigerweise eine Gerade, die auf 

I) Centrum heisst der Pol der unendlich entfernten Ebene. In ihm halbieren 
sich die Sehnen der Flache, die durch denselben gehen. Durehmetter ist eine 
Gerade durch das Cenlrnm. Eine Ebene heisst Diametralebene, wenn ihr Pol 
im Unendlichen liegt. Ein Durchmesser und eine Diametralebene heissen conjugiert, 
wenn die letztere die conjugierten Geraden der erstcren enthalt ; die Ebene halbiert 
die rum Durchmesser parallelen Sehnen. Drei Durchmesser beissen conjugiert, 
wenn jeder derselben der Eben« der beiden andern conjugiert ist 

») Einleitung, Nr. 25. 
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der Fläche selbst liegt. Die Doppelstrahlen der Involution, die durch die 
in m conjugierten Tangenten gebildet wird, sind mithin die in m sich kreu- 
zenden Geraden auf der Flache. Es ergibt sich also, dass zwei conjugierte 
Tangenten mit den im Berührungspuncte sich kreuzenden Geraden der 
Fläche ein harmonisches Svstem bilden. 

Ist die Quadridäche ein Kegel, so fallen die beiden Doppelstrahlen der 
Involution mit der Generatrix, die durch den betrachteten Pnnct geht, zu- 
sammen. Diese Generatrix ist nicht blos sich selbst conjngiert, sondern anch 
jeder beliebigen Geraden, welche den Kegel in einem ihrer Puncte berührt. 

29. Wir wollen jetzt untersuchen, von welcher Classe (16) eine Fläche 
zweiter Ordnung ist. Die Tangentialebenen, die durch eine gegebene Gerade r 
gehen, haben ihre Pole, die Berührungspuncte, auf der conjugierten Geraden r'. 
Man kann also durch r soviele Ebenen ziehen, die die Fläche berühren, als 
diese Fläche Durchschnittspuuete mit r' hat. Eine Fläche zweiter Ordnung 
ist also auch zweiter Classe. 

Fallen die beiden Schnittpuncte m, m' der Fläche und r' in einen Punct 
zusammen, so fallen auch die Tangentialebenen durch m und in' zusammen, 
das heisst die Tangentialebenen, welche durch r' gehen. Unter dieser Vor- 
aussetzung sind aber die Geraden r, r' conjugierte Tangenten (28), und eine 
Tangente ist also nicht blos die Gerade, welche zwei unendlich nahe Functe 
verbindet, soudern auch der Durchschnitt zweier unmittelbar folgender Tan- 
gentialebenen. Ebenso ist von zwei conjugierten Tangenten eine jede der 
Durchschnitt der Ebenen, welche die Fläche in den unendlich nahen Puncten 
berühren, welche auf der andern Geraden liegen. 

30. Ziehen wir durch einen Punct o des Raumes den wir als Pol (27) 
betrachten, eine Gerade, welche die Fläche in einem Puncte a berührt, der 
beide Durchschnittspuncte a () a* vertritt, so fällt der conjugierte harmonische 
Punct m ebenfalls auf o, das heisst, o ist ein Punct der Polarebene von o. ! ) 
Der Ort der Puncte, in welchen die Quadridäche von Geraden berührt wird, 
die vom Pole ausgeben, ist also die Curve zweiter Ordnung, die den Durch- 
schnitt der Fläche mit der Polarebene bildet. Die Tangente dieser Curve 
in a hat, da sie in der Polarebene liegt, als ihre Conjugierte, die Gerade 



I) Daraus folgt: Ist die Quadriflache ein Kegel mit dem Scheitel o, so geht 
die Polarebene jedes Punctes o durch o. Diese Polarebene verändert sich nicht, 
wenn der Pol sich auf der Geraden oo bewegt. Die Polarcbcne ist in der That 
in diesem Falle der Ort der conjugierten harmonischen Geraden Ton 00 in Bexug 
auf die beiden Genoratrixen des Kegels, die man erhalt, wenn man ihn durch eine 
um 00 variable Ebene schneidet. Wenn die Gerade oo sich in einer festen Ebene, die 
durch den Scheitel geht, bewegt, so rotiert die Polarebene um eine Gerade, deren 
Puncte die Pole der festen Ebene sind. Wir finden so das 8ystem von Geraden 
und Polarebenen wieder, das wir schon aus der Theorie der Kegelschnitte abge- 
leitet hatten (5). Die Polarebcne des Scheitels ist offenbar unbestimmt. 
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oo, die nach dem Pole gerichtet ist, und die Ebene dieser beiden Geraden 
ist gleichzeitig Tangentialebene der Quadridäche in a, und Jungs oa die des 
Kegels, welcher der Ort der Geraden ao ist. Dieser Kegel, der von der 
zweiten Ordnung ist, da einer seiner ebenen Schnitte von der zweiten Ord- 
nung ist, heisst der Quadriflächc umgeschrieben. ') 

Folglich ist der Ort der Geraden, die durch einen gegebenen Punct 
gehen, und die Quadrifläche berühren, oder auch die Enveloppc der Ebenen, 
welche durch denselben gegebenen Punct gehen, und die Fläche berühren, 
ein Kegel zweiter Ordnung. *) Die Berührungscurve ist eben , und ihre 
Ebene ist die Polarebene des Kegelschcitels. Umgekehrt umhüllen die Tan- 
gentialebenen der Fläche in den Punctcn eines ebenen Schnittes einen Kegel, 
dessen Scheitel der Pol der Schnittebene ist. 3 ) 



1) Berühren sich zwei Quadriflächen längs einer Curre, so ist diese immer 
eben. Penn, sind a, b, t drei Functe der Berührungscurve, so schneidet die Ebene 
abc beide Flüchen in zwei Kegelschnitten, die, weil .-ic drei Berflhrungspuncto 
unter sich haben, notwendiger Wciso zusammenfallen ; ausser diesem Berührungs- 
kegelscbnitt haben die beiden Flüchen keinen weiteren Punct gemein (20) Eine 
Ebene, die durch eine Tangente dieses Kegelschnittes gelegt ist, schneidet beide 
Quadriflächen in zwei Kegelschnitten, die einen vierpunetigen Contsct haben (22). 

2) Folglich umhüllen die Ebenen, die durch einen festen Punct und durch 
die Goraden gehen, welche die entsprechenden Puncto zweier gegebener projecti- 
vischer Punctreihen verbinden (26), einen Quadrikegel. (Steiner , Sy$(emai. Eni- 
trickelungen. S. 187 ) 

8) Hieraus folgt, dass die Asymptotenebenen (Tangentialebenen im unendlich ent- 
fernten Puncte) einen Kegel umhüllen, dessen Scheitel der Pol der unendlich ent- 
fernten Ebene ist, das heisst das Centrum der Flüche. Hieraus erschliesst man 
eine sehr einfache Kegel, um das Centrum eines IIype:boloid* zu Anden, von dem 
drei Directriien gegeben sind. (Hachette, Einige Bemerkungen über Flächen 
zieeiter Ordnung, Grelles Journal T. 1. 182G; S. 345.) 

Combinicren wir den Sulz in Nr. 30 mit denen in Nr. 27, 2S\ so können wir 
sagen: Bewegt sich der Scheitel eines einer gegebenen Quadriflüche ungeschriebenen 
Kegels bo, dass er eine Gerade oder eine Ebene, durchlaufe, so geht die Ebene 
der Berührungscurve bestandig durch eine feste Gerado «der einen festen Punct 
Diesen Satz verdankt man Moxoe, Oiomitric ditcriptice, Art. 40. 
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CAPITEL V. 

OBERFLÄCnEN BELIEBIGER CLASSE. RECIPROKE 

POLAREN. 

31. Es sei m ein beliebiger Punct einer gegebenen Fläche, M die Tan- 
gentialebene in diesem Puncte, und mi, im, nta seien in dieser Ebene die auf 
m nach drei verschiedenen Richtungen hin folgenden Puncte, das heisst, es 
seien mini, mtm, mm 3 drei Tangenten in ra. Legt man durch die Puncte 
in, nti, im eine Fläche zweiter Ordnung, so wird diese in m von der Ebene M 
berührt, sie wird also auch den Punct im enthalten, was auch die Richtung 
von mim» auf M ist. Die beiden Flächen besitzen also in m eine gemein- 
schaftliche Tangentialebene. Wir wollen jetzt annehmen, die Fläche werde 
durch eine Ebene, die mim enthält, durcli eine zweite Ebene, die matt ent- 
hält, und durch eine dritte Ebene, die ntma euthält in der Art geschnitten, 
dass dadurch drei Cnrven entstehen. In diesen Schnitten seien nti', ra«', im/ 
die auf m, m, ; m, m?; m. m 3 folgenden Puncte. Denken wir uns jetzt, das» 
obengenannte QuadriHäche auch durch die Puncte m/, m»', m 3 ' gehen soll, so 
osculieren sich die Flächen in m, da» heisst, die Schnitte beider, die man 
durch eine beliebig durch nt gelegte Ebene erhält, haben in diesem Puncte 
einen dreipunetigen Cuntact (19), und speciell liegen die Osculicrendcn der 
beliebigen Fläche vollständig auf der QuadriHäche. Die beiden Flächen 
haben folglich nicht nur in m die Tangentialebene gemein, sondern in jedem 
Puncte nti, im, ins, . . . der unmittelbar auf m folgt. Es besteht also, wie 
für jede QuadriHäche, die Beziehung, dass jede Tangente in m der Durch- 
schnitt zweier unmittelbar folgender Tangentialebenen ist, deren Beriihrungs- 
punete in einer andern Tangente liegen, und dass umgekehrt in den beiden 
unmittelbar folgenden Puncten, die der ersten Tangente und der Fläche ge- 
mein sind, diese von zwei Ebenen berührt wird, die durch die zweite Tan- 
gente gehen. Die Tangeuten der beliebigen Fläche in m sind also zu zwei 
und zwei in der Art ennjuyiert, dass von zwei Conjugierten jede die Be- 
rührungspunete der beiden unmittelbar folgenden Tangentialebenen enthält, 
■welche durch die andere gehen. ') Die conjugierten Tangentenpaare bilden 
ein«; Involution, deren Doppelstrahlen die Geraden auf der QuadriHäche sind, 
das heisst die Osculicrendcn der beliebigen Fläche. 

Ist m ein parabolischer Punct der gegebenen Fläche, so fallen in ihm 
die beiden Okulierenden zusammen, die osculierende QuadriHäche ist also 
ein Kegel. In m und im Puncte in', der unmittelbar auf m in der Osculiercn- 



l) Drrijf, Dpieloppcment», p. 44. 
Cbenoka, Oberflächen. 
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den, das heisst in der Generatrix des Kegels folgt, haben beide Flächen die 
Tangentialebenen gemein. Da aber der Kegel iu m und m' v.»n derselben 
Ebene bciührt wird, so berührt also die Ebene, welche die Fläche in m 
berührt, auch in m'. Eine Tangentialebene in einem parabolischen Puncte 
muss also als eine Tangentialebene in zwei unendlich nahen Puncten betrachtet 
weiden. Wegen dieser Eigenschaft heisst sie stationäre Ebene. Da in diesem 
Falle jeile Tangente durch m der Okulierenden conjugiert ist, so geht die 
Tangentialebene in einem beliebigen auf in unmittelbar folgenden Puncte 
durch die letztern Gerade. ') 

Berühren sich zwei Flächen in einem Puncte m, so bilden die conju- 
gi erten Tangenten zwei Involutionen, und da diese ein einziges Paar con- 
jugierter Strahlen gemein haben, ' 2 ) so haben im Allgemeinen die beiden 
Flächen nur ein einziges Paar gemeinschaftlicher conjugierter Tangenten. 
Gäbe es zwei Paar gemeinschaftlicher conjugierter Tangenten, so fielen die 
beiden Involutionen zusammen, jede Tangente hätte für beide Flächen' die- 
selbe Conjngicrte und sie hätten folglich auch die Osculierenden gemein. 

32. Man denke sich jetzt alle Geraden, die von einem Puncte 0 im 
Räume so gezogen werden können, dass sie eine gegebene willkürliche Fläche 
berühren, auf der natürlich die Berührungspuncte eine gewisse Curve bilden. 
Sind m und m' zwei unmittelbar folgende Puncte dieser Curve, so sind die 
Geraden om, mm', als* conjngicrte Tangenten der in m osculierenden Quadri- 
Häche, dies auch für die beliebige Fläche. Die Ebene, welche in m diese 
Fläche berührt, ist längs om auch Tangentialebene des ihr umgrschriebaien 
Kegels, das heisst des Kegels, der von Tangenten gebildet wird, die durch 
o gehen. Dieser Kegel ist also die Knrcloppe der Ebenen, die sich durch 
o so ziehen lassen, dass sie die Fläche berühren. 

tili. Die eben auseinandergesetzten Betrachtungen zeigen, dass eine Fläche 
beliebiger Ordnung auch als Enveluppc ihrer Tangentialebenen definiert werden 
kann. Eine Enrchppe kann man durch eine Ebene entstanden denken, die 
»ich rontinuierlich im Räume so bewegt, dass eine beliebige Gerade in einer 
Zahl getrennter Lagen der variablen Ebene liegt. *) Die EnveloppenHäche 
heisst von der »-icu Clnsse, *) wenn durch eine beliebige Gerade x ihrer 
(reellen, imaginären, getrennten, zusammenfallenden) Ebenen hindurch gehen. 
Gehen daher durch eine Gerade mehr als » Tangentialebenen einer Flüche 



1) Sai.mox, On the condition (hat a plane thould iouck a sur/ace etc. (Cam- 
bridge and Dublin. Math. Journal, T. 3; IMS. p. 45). 

2) Einleitung , Nr. 25 b. 

3j Das heisst in der Art, dass alle snccesiWen Lagen der variablen Ebene 
sich erhalten lassen, wenn man »ich swei unabhängige Parameter verändert denkt. 
Eine Emeloppe, die Devcloppablen ausgeschlossen, ist also eine doppelt unend- 
liche li'eihc rou Ebenen. 

i) Gkuoonxe, Itectijication de queljue* thwrime» etc. (Annales de Gergonne, 
T. 18; 1827-28. p. 151). 
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v-ter ('lasse, so gehören alle Ehenen, die durch diese Gerade gehen, der 
Knvcloppc an, das heisst, die Gerade liegt vollständig auf der Fläche. 

Die Kuveloppe erster Gasse ist ein einfacher l'unct. 
Die Tangentialebenen einer Fläche v-ter Gasse, die durch einen festen 
Ptnict gehen, umhüllen einen umgeschriebenen Kegel derselben Gasse. 

Man sagt, dass eine Gerade J'anyente der Fläche in einer Ebene M 
ist, die die Fläche ebenfall« berührt, wi-nn zwei der durch sie gehenden 
Tangentialebenen mit M zusammenfallen. Es seien r, r' zwei Tangenten in 
der Ebene M und man betrachte ihren Durchschnittspunct m als Seheitel 
eines umgeschriebenen Kegels. Da zwei von den Tangentialebenen, die man 
durch r und ?•' an*den Kegel ziehen kann, mit M zusammenfallen, 80 ist 
diese eine Bitangentialebenc des Kegels und vertritt also zwei unmittelbar 
folgende Tangentialebenen desselben, und folglich auch der Fläche für 
irgend eine andere durch nt in genannter Ebene gezogene Gerade. Da* 
heisst, alle diese fleraden sind Tangenten der Fläche in der Ebene M. 
Daraus folgt, dass die Geraden, welche die Fläche in der Ebene M be- 
rühren, das heisst die Geraden, für welche M zwei aufeinander folgende 
Tangentialebenen darstellt, durch denselben Punct m gehen, den man Be- 
rühruny.<qmnct der Ebene M nennt. Unter diesen Geraden gibt es zwei, die 
Bcrührungsgeneratrixen des Kegels mit der Bitangentialebenc, für welche 
M drei aufeinander folgende Tangentialebenen darstellt. Die Tangenten sind 
ferner zu zwei in der Art conjugierf, dass von je zweien die eine alle Be- 
rührungspunete der unmittelbar folgenden Tangentialebenen enthält, welche 
durch die andere gehen. Die Doppelstrahlen der Involution, die durch diese 
Tangentenpaare erzeugt wird, sind die Geraden, für welche M drei aufein- 
ander folgende Tangentialebenen darstellt. Diese Geraden sind also auch 
die nämlichen, welche in m mit der Fläche einen dreipunetigen Contact 
haben (iß). 

34. In solcher Weise kann man eine beliebige Fläche sowohl als Ort 
von P mieten und auch als Eurcloppc von Ebenen betrachten. Wenden wir die 
vorhergehenden Untersuchungen auf eine Fläche zweiter Gasse an, das heisst 
auf eine Flüche, au die sich durch eine beliebige Gerade zwei Tangential- 
ebenen ziehen lassen, so Huden wir, dass die Tangentialebenen, die durch 
einen Punct m der Fläche gehen, einen Kegel zweiter Ciasse umhüllen, der 
eine Bitangcntialcbene M hat. Diese Ebenen gehen also* durch zwei Gerade 
g, y', die sich in m schneiden, und in der Ebene M liegen, welche in diesem 
Puncto die Fläche berührt (5). Iedc dieser Geraden liegt also in einer un- 
begrenzten Zahl von Tangentialebenen und folglich ihrer ganzen Ausdehnung 
nach auf der Flache. 

Eine beliebig durch y gelegte Ebene ist eine Tangentialebene der Fläche, 
und schneidet sie daher in einer neuen Geraden h'. In ähnlicher Weise 
enthält jede durch y' gelegte Ebene eine andere Gerade h der Oberfläche. 
Auf dieser gibt es folglich zwei Systeme von Gcneratrixcn (g, h, . . .), 

3* 
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. .). nn(1 d urcn j e <kn Punct der Fläche geht eine Gerade des einen 
und eine Gerade des andern Systems. 

Von welcher Ordnung ist diese Flüche V Diese Frage ist gleichbedeutend 
mit der andern, wie viele Generatrixen ein und desselben Systems werden 
von einer beliebigen Geraden geschnitten. Durch die letztere Gerade 
gehen nur zwei Tangentialebenen, das heisst nur zwei Ebenen, von denen 
jede eine Generatrix des Systems enthält, also ist eine Fläche zweiter Classe 
auch zweiter Ordnung. 

In einer beliebig gegebenen Ebene O ziehe man eine ganz beliebige 
Transversale, durch die zwei Ebenen A%, A, gehen, welche eine gegebene 
Qnadrihache, das heiost eine Fläche zweiter Classe und zweiter Ordnung 
berühren. Es sei nun M die in Bezug auf A\ und At zu O conjugierte har- 
monische Ebene. Da man durch jede Lage der Transversale nur eine einzige 
Ebene M erhält, und da M nicht mit der Ebene O zusammenfallen kann, 
vorausgesetzt, dass diese nicht die Fläche berührt, so ist die Enveloppe 
aller zu M analoger Ebenen von der ersten Classe, alle diese Ebenen gehen 
also durch einen festen Punct o. 

Ist die Transversale in der Art geführt, dass sie die Fläche in einem 
Puncte a des Schnittes berührt, den die Ebene O bildet, so fallen die 
Ebenen At, .1? in eine zusammen, nämlich in die Ebene A, welche in a be- 
rührt. Es fällt dann auch die Ebene M mit A zusammen. Die Ebenen 
also, welche die Fläche in den Puncten des Schnittes berühren, der durch 
die Ebene 0 entsteht, gehen sämmtlich durch o. Es folgt hieraus, dass o 
der Pol der Ebene O ist, nach der anderswo gegebenen Definition (27)., 

35. Es hat wohl jeder bemerkt, dass das Raisonnement hier vollständig 
mit dem parallel läuft, das wir für die Flächen, als Ort von Puncten be- 
trachtet, eingehalten haben, und gleichwohl, ohne dass die eine Untersuchung 
notwendigerweise die andere voraussetzt. Hierin besteht das Gesetz der 
(jfoinetrisrfnn Dualität, dem zufolge neben einer Eigenschaft, die sich auf 
Puncte, Gerade, Ebenen bezieht, noch eine andere analoge besteht in Bezug 
auf Ebenen, Gerade, Puncte. ') 

Anstatt aber zwei reeiproke Theoreme unabhängig von einander zu 
beweisen , oder das eine aus dem andern zu erschliessen, indem man das 
Princip der Dualität, a priori als absolutes Gesetz betrachtet, in Anwendung 
bringt, kann man den einen Satz auch aus dem andern mittelst der Theorie 
der Pole in Bezug auf eine gegebene Fläche zweiter Ordnung herleiten. 
Nimmt man v<m jedem Puncte, jeder Geraden, jeder Ebene einer gegebenen 
Figur die Polarebene, die conjugierte Gerade und den Pol in Bezug auf die 



I) (iKntioNNK, Contideration» philotopttiyue» tur le» e'lemenis de la »cience de 
Vetendue (Annale« de Gergonnc, T. Iii; 1825 - 26. p. 20Ü). — Cuasi.k», Apercu 
h'utorique »ur rurigine et le developpement des methode* cu yiometrie (Memoire« 
couronne» par l'Academie de BruxeUes, T. 11; 1827. Nofct 5 und 34). 
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feste Quadriflächc, so erhält iiiah eine zweite Figur, in der die Puncto, 
Geraden, Ebeuen in derselben Folge den Ebenen, Geraden, Puncten der 
ersten Figur entsprechen. Den Puncten einer Geraden entsprechen die 
Ebenen durch eine andere Gerade, das heinst, einer geraden Punctreihe ent- 
spricht ein Ebenenbüschel, und es ist offenbar, dass diese beiden Formen 
projectivisch sind, dass also das Doppelverhältniss vun vier Puncten in gerader 
Linie gleich dem der entsprechenden vier Ebenen ist. 

Zwei so beschaffene Figuren nennt man reeiproke Volaren. Einem Satze 
für die eine Figur entspricht das reeiproke Theorem für die andere. In 
dieser Weise zeigt sich das Princip der Dualität als eine Folgerung 
der Theorie der Flächen zweiter Ordnung. — Methode der rtciprvkcn 
Polaren. *) — 

36. Beschreibt in der ersten Figur ein Punct eine Fluche v-tor Ordnung 
so bleibt die entsprechende Ebene in der zweiten Figur st eis Tangential- 
ebene einer Fläche v-ter Gasse »V. *) Einem Puncto p der ersten Fläche 
entspricht eine Ebene J", die & berührt. Den Tangenton von S in p ent- 
sprechen die Tangenten von •S' 1 in P*. Die ersten Tangenten liegen nun aber 
in der Ebene P, welche S in p berührt, und die zweiten gehen durch den 
Punct p', in welchem S' vou F* berührt wird, und es ist also P genau die 
Ebene, welche dem Punct p' entspricht. Daraus folgt, dass, wenn in der 
zweiten Figur ein Punct die Fläche S' beschreibt, die Entsprechende Ebene 
fortwährend die Oberfläche *S' berührt. Ist also S von der»yu-ten Gasse, 
so ist S' von der /t-ten Ordnung, und so sieht man die vollkommene Reci- 
procität zwischen den Flächen S, S", die deswegen reeiproke Polaren 
heissen. 3 ) 

37. Ist in der ersten Figur eine abwickelbare Fläche S gegeben, das 
heisst eine einfach unendliche Reihe von Ebenen, so entspricht ihr in der 
zweiten Figur eine einfach unendliche Reihe von Puncten, also eine Curve 
s', und umgekehrt entspricht einer Curve eine Developpable. Den Genera- 
li xen von 8, das heisst den Geraden, durch welche je zwei unendlich nahe 
Tangentialebenen gehen, entsprechen die Geraden, welche zwei unmittelbar 
folgende Pnncte von 8' verbinden, das heisst die Tangenten dieser Curve. 



1) Poxcbi.et, Memoire sur la theorie generale de* poUtiret reeiproques. (Cal- 
les Journal, Th. 4; 1829). 

2) Beechreibt also der Pol eine Flache «weiter Ordnung, so ist eine Fläche 
derselben Ordnung die Enveloppe der Polarebenen. Liyet, Hmpriites des mtrfaces 
du tecond degre; und Briascho*, Memoire sur les sur/aecs du second degre 
(Journal de lVcole poljtechnique, Cah. 10; 180«)- 

3 ) Monoe, Memoire (inddit) sur let aur/aces reeiproques (M. s. Apercu, Noto 
30. 8. 405 der deutschen Uebcrsetsung). Wir haben schon früher (18) gesehen, 
wie riele Puncto nöthig sind, um eine Oruß&che v-ter Ordnung xu bestimmen. 
Dieselbe Zahl ron Tangentialebenen bestimmt auch eine Enveloppenfl&chc x-tcr 
Claaae. 
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Den Puncten einer Generatrix von 8 mitsprechen <lie Ebenen, welche durch 
die entsprechende Tangente von s' gehen, das heisst die Ebenen , welche s' 
in denselben Puncten berühren. Da nun eine Developpable eine doppelt 
unendliche Reihe von Puncten ist, das heisst ein spceiellcr lall der Orts- 
flächen, so ist eine Cnrve eine doppelt iniendliclie Heihe von Ebenen, das 
heisst ein Specialfall der Knveloppenfläctien. 

Es sei /* eine Tangentialebene von S, p' der entsprechende Putict von 

Dann enthält die Ebene P zwei unmittelbar folgende Erzeugende von 
S, und dein gemeinschaftlichen Durchschnittspiincte p derselben entspricht 
die Ebene J u , dio durch zwei unmittelbar folgende Tangenten von s' be- 
stimmt wird , die sich in p' schneiden. Also entspricht dem Puncte p der 
Cuspidalcurve von 8 die Osculationsebene /" von s' in p'. Durchläuft daher 
ein Punct dio Cuspidalcurve vou 8, so bleibt die entsprechende Ebene Os- 
culationsebene von s\ das heisst ihre Enveloppe ist die oseuliercnde Heve- 
loppablc von i'. Den Durchschnittspuncten zweier nicht benachbarter Er- 
zeugenden von 8 entsprechen die Kbenen , welche zwei nicht benachbarte 
Tangenten von 8' enthalten, das heisst der Knotencurvc von S entspricht die 
doppcUberührende Developpable von s': u. s. w. Ist folglich für S die 
Ordnung gleich p, die Ciasse gleich //, die Ordnung der Cuspidalcurve gleich 
v, die Ordnung der Doppelcurvu gleich c, die Zahl der stationären Ebenen * 
gleich a, y die Zahl der Geraden, die in einer Ebene liegen, und durch 
deren jede zwei Tangentialebenen gehen, u. s. w., dann ist die Curve 8' von 
der Ordnung p, ihre osculierendc Developpable hat die Ordnung /> und die 
Classc *, ihre doppeltbei ührende Developpable ist von der (.'lasse S 1 hat 
a Spitzen und ^ Sehnen, die durch denselben beliebigen Punct gehen; u. s. w. 

Ist als specieller Fall die Developpable S ein Kegel, das lieisst, gehen 
alle Ebenen der Heiitc durch einen festen Punct, so liefen die entsprechenden 
Puncte alle in einer festen Ebene, das heisst s' ist eine ebene Curve. ') 

38. Wir betrachten von Neuem die reeiprnken Flachen «S, S'. Den 
ebenen Schnitten der ersten entsprechen dann die umgeschriebenen Kegel 
der anderen Fläche. Hat die Fläche S einen D«j>]>t !j.u«rt . in dem sie von 
einer unbegrenzten Zahl von Gerade!! osculiert wird . die einen Ouadrikegel 
bilden, so besitzt 8' eine Dopp>>U<i>t<jiutinl<_l><>h. in welcher --tru Tangential- 
ebenen für jede Gerade, die beliebig auf derselben gezogen i^t , zusammen- 
fallen und drei fiir jede Tangente eines gewissen Kegelschnittes, welcher die 
Derührungscurvc zwischen der Fläche und der Ebene ist. Dieser Kegel 



1) Livrt und Bkiancuon, «. a. O. 

Ist 8 ein Quadrikegel , bo ist 8' ein Kegelschnitt. Wie also ein (Juadrikogej 
ein Specialfall einer Fläche zweiter Ordnung ist, so i*t ein Kogelschnitt ein .Special- 
fall unter den Oberflächen «weiter Classe. Man erhält diesen Kill, •> enn in einer 
Tangentialebene und folglich in allen die beiden Osculirentlen in eine eiuzige 
Gerade zusammenfallen, welche die Tangente der Curve ist Alle Ebunen , die 
durch diese Gerade gehen, haben denselben ßerübrungspunet. 
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kann in zwei getrennte Ebenen zerfallen (Biplanarpunct) oder in zwei zu- 
sammenfallende degenerieren (UniplanarpunctJ. Ebenso kann der Kegelschnitt 
in zwei getrennte Puncte degenerieren (Bitawjentiuleltenc) oder in zwei unmit- 
telbar folgende («tutionäre Ebene) (31). 

Hat allgemein S einen /»-fachen Punct, das heisst einen Punct, der p 
zusammenfallende Durchschnittspuncte für jede beliebige durch ihn gelegte 
Gerade darstellt, aber p-\-\ Durchschnitte für die Generatrixen eines gewissen 
Osculationskegels /»-ter Ordnung, so besitzt & eine />-fache Tangentialebene, 
das heisst eine Ebene, welche die Stelle von p zusammenfallenden Tangential- 
ebenen für jede in ihr beliebig gezogene Gerade und p-\-l zusammenfallende 
Tangentialebenen für jede Gerade vertritt, welche durch eine gewisse Curve 
/»-ter Classe (die Berührungscurve) berührt wird. Und jenachdem der os- 
culierende Kegel sich in kleinere Kegel oder auch in Ebenen spaltet, wird 
sich auch die Berührungscurve in Curven niederer Classe oder auch in 
Puncte auflösen. 

Wie ein Ort >-ter Ordnung mit einem v-fachen Punct ein Kegel ist, so 
bildet eine Enveloppe f-ter Classe mit einer v-fachen Tangentialebene eine 
ebene Curve. <) 

31>. Einer Curve s' auf $ gezogen entspricht eine Developpable 8, 
die von den Tangentialebenen von S gebildet wird (die S umgeschriebene 
Dereloppable) , und der Curve der Berührungspuncte zwischen 8 und S ent- 
spricht die Developpable, die von den Tangentialebenen von S' in den 
Puncten von s' gebildet wird, das heisst die $' längs s' umgeschriebene 
Developpable. Ist »' eine Doppelcurve für f?, das heisst eine Curve, von 
der jeder Punct ein Biplanarpuuct der Fläche ist, so ist die Developpable 
8 die doppeltberührende von S. das heisst, sie wird von den Ebenen ge- 
bildet, welche jede mit S zwei getrennte Berührungspuncte haben. Ist 8' 
die Cuspidalcnrve von S*, das heisst die Curve, in deren jedem Puncte die 
Fläche zwei zusammenfallende Tangentialebenen hat, so ist die Developpable 



l) Spater findet sich, das« durch einen Doppel punct einer Flächo vier 
PolarflUchcn gehen müssen , die, im Falle die Flache in ihrer Ordnung vollständig 
allgemein ist, keinen Punct gemein haben. Daraus folgt, dass die allgemeinste 
Fläche einer gegebenen Ordnung keino Doppclpuncte hat. Damit eine Ebene die 
Flache in einem Puncte, in zwei (getrennten oder unmittelbar folgenden) Puncten, 
in drei Puncten berühre , muss man , wenn die Berührungspuncte nicht gegeben 
sind, einer, zwei, drei Bedingungen Genüge leisten. Nun ist eine Ebene gerade 
durch drei Bedingungen bestimmt, und eine in ihrer Ordnung allgemeine Flache 
hat daher eine einfach unendliche Reihe Bitangentialebcnen , eine einfach unend- 
liche Reihe stationärer Ebenen und eine endliche Reihe dreifacher Tangentialebenen. 

Reciprok: Eine völlig allgemeine Flüche, was dio Classe betrifft, hat keine 
vielfachen Tangentialebenen, wohl aber unendlich viele Biplanarpuncto, die eine 
Knotencurve bilden, eine unbegrenzte Zahl Uniplanarpuncte, die eine Cuspidalcurve 
erzeugen, und eine endliche Zahl Triplanarpuncie (dreifache Puncte mit den Os- 
culierenden in drei verschiedenen Ebenen). 
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S die osculierende von 5, das heisst, sie wird von solchen Ebenen gebildet, 
die zwei unmittelbar folgende Beriihrungspuncte mit »S' haben. Diese Ebenen 
sind die sogenannten stationären, und ihre Berührungspuncte sind die para- 
bolischen Puncte (31) der Fläche. 

Der Curve, in welcher sich zwei Flächen *, T sehneiden, entspricht 
die Devcloppable , die durch die gemeinschaftlichen Tangentialebenen der 
entsprechenden Flächen S\ T entsteht. ') Den gemeinschaftlichen Sehnitt- 
puneten dreier Flächen entsprechen die Ebenen, welche die drei entsprechenden 
Flächen zugleich berühren; den Flächen, welche durch ein und dieselbe 
Curve gehen, die Flächen, welche von ein und derselben Developpablcn berührt 
werden; u. s. w. 

Berühren sich zwei Flüchen S, T in einem Puncto p, das heisst, haben 
sie einen gemeinsamen Pnuct p mit derselben Tangentialebene i', so haben 
die reeiproken Flächen S 1 , T die Tangentialebene 1" gemein mit demselben 
Beriihrungspuncte p', das heisst, auch S', 'P berühren sich in einem Puncte 
p'. Wenn 5, T sich längs einer Curve berühren, so thun dies tf, T längs 
einer anderen Curve; u. s. w. 

40. Haben zwei Flächen '■> Ur Ordnung eine Curve v^-ter Ordnung 
gemein, die auf einer Fläche /»-ter Ordnung {/>■-■>) liegt, so schneiden sie 
sich ausserdem in einer anderen Curve >(>' — />)-ter Ordnung, die auf einer 
Fläche der — />)-ten Ordnung liegt. ■) Aus diesem Satze erhält man mittelst 
der Methode der reeiproken Polaren folgendes andere Theorem: Sind zwei 
Flächen Mer Classc in eine Developpable v^-ter Classe eingeschrieben, in 
welche auch eine Fläche />-ter Classe eingeschrieben ist, so gibt es eine 
andere Developpable >(v — p)-tcr Classe. welche beiden Flüchen Mer Classc 
und einer neuen Fläche [y— />)-tcr Classe unigeschrieben ist. 

So hat man zum Beispiel für * = 2, p~\: 

Gehen zwei QuadriHächen durch dieselbe ebene Curve. so .schneiden 
sie sich noch in einer anderen ebenen Curve. :i ) Und sind zwei Cmadri- 



') Wir haben früher die Anzahl der Puncte gefundeu, welche die gemeinsame 
Curve zweier Flächen von duu Ordnungen >i , v» individualiniercn , ebenso viele 
Tangentialebenen bestimmen die zwei OberHUchen >,-ter uud >,-iei Classe gleich- 
zeitig ungeschriebene Developpable. 

2) Man beweist dieses Theorem , indem man die gegebenen Flächen durch 
eine beliebige Ebene schneidet und beachtet, dn*s für die entstandenen Curven 
folgender Satz Platz greift: Wenn zwei Curven >-!er Ordnung sich in >p Puncten 
schneiden, die auf einer Curve /*-ter Ordnung liegen, so haben sie noch v {>—p) 
andere Puncte gemoin, die auf einer Curve < > -/o)-ter Ordnung liegen. ( E ni ltung, 
». 43). 

3 ) Dies findet statt, wenn die beiden (JuadrinHchen sich in zwei Puncten a, b, 
dio nicht auf einer gemeinschaftlichen Geraden liegen , berühren. Die Puncte o, b 
sind dann rar den vollständigen Durchschnitt beider Flüchen Doppelpuncte (191; 
folglich schneidet sie die durch a, b und durch ciuon andereu gemeinschaftlichen 
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dächen demselben Kogel einschrieben, der natürlich von der zweiten Ord- 
nung sein muss, so haben sie noch einen anderen Hingeschriebenen Kegel 
gemein. 



Punct gelegte Ebene in ein und demselben Kegelschnitte, weil zwoi Kegelschnitte, , 
die drei Puncto gemein haben und in zwei derselben dieselben Tangenten , zu- 
sammenfallen. Die durch ab und einen neuen gemeinschaftlichen Punct, der nicht 
im obigen Kegelschnitt liegt , gelegte Ebene schneidet somit die FUiche in einem 
andern Kegelschnitt, l'mgekehrt. wenn zwei tjuadritlächcn einen und folglich zwei 
Kegelschnitte gemein haben , so schneiden sich letztere in zwei Puncten in der 
Durchschnittsgeraden ihrer Ebenen; in diesen Puncten berühren sich beide Flllchen. 

Der reeiproke Satz lautet: Berühren sich zwei Quadriflricheti in zwei Puncten, 
die nicht auf einer gemeinsamen Clerudcn liegen, so sind sie in zwei Kegel einge- 
schrieben , deren Scheitel auf der Durcbsehnittsgeraden der Ebenen -I , Ii liegt, 
welche in jenen Puncten berühren , und umgekehrt, sind zwei QuadriflJkhen in 
einen und folglich auch in zwei Kegel eingesehrieben, so berühren sio sich in zwei 
Puncten, u. s. w. 

Aus der Combination beider roeiproker Sätze folgt: Gehen :wei Qnadrißflchen 
durch zirei ebene Curven, so sind »ie auch in zwei Kegel cingetchricbeit und um- 
gekehrt. 

Ein etwas allgemeineres Theorem ist das folgende: Sind zirei Quadrißächen 
in ein und dieselbe Quadrißiiehc cingc.se/irieben , *<> haben «ie zwei KegeUchnitte 
gemein. Die beiden ßerührungscurven schneiden sich n ilmlich in zwei Puncten, 
die auf der gemeinschaftlichen Durch.- chnittsgeraden ihrer Ebenen liegen. In jedem 
dieser Puncte berühren sich die drei Quadrillachcn . also hat die erwähnte Eigen- 
schaft statt. Die Ebenen der beiden gemeinschaftlichen Kegelschnitte der beiden 
ersten Flachen gehen durch die beiden Bcrührungspuncte, das heisst durch die 
Purchschnittsgerade der Ebenen der Berührungscnrven mit der dritten Flache. Aua 
dem reeiproken Satze findet man ausserdem noch , dass die Scheitel der Kegel, 
welche den beiden ersten Flüchen gleichzeitig umgeschrieben sind, mit den Scheiteln 
der Kegel in derselben Ebene liefen, welche denselben Flachen separat längs der 
BerÜbrungscurve mit der dritten Fl&che umgeschrieben sind. Schneiden sich um- 
gekehrt zwei (JuadriflÄeben in zwei Kegelschnitten, so sind sie gleichzeitig in eine 
unbegrenzte Zahl anderer Quadridachen eingeschrieben , unter denen zwei Kegel 
sind; u. s. w. Diese Eigenschaften der Flächen zweiter Ordnung verdankt man 
Mox«e, (Correspondance sur I'ecolo polytechniquo , T. 2; p. 321 u. f.) Man ver- 
gleiche Poncei.et, l'rnprieles projettice» dej ßguren, Paris 1822 Supplement. 

Es seien Q, , Q t , Q 3 drei QuadriHüchcn , die sich in denselben Puncten a, b 
berühren, und .-Ii , Iii ; Ai . //* ; .I i , Ha die Kbonenpaaro, die durch a. b gehen und die 
Kegelschnitte enthalten, in denen sich bezüglich (J. und '/i, und (Ji , (Jt und 
Qt schneiden. Ks seien jetzt .1, Ii die Ebenen, die ebenfalls durch a, b gehen 
und in denen die Kegelschnitte liegen, welche Q t mit einer beliebigen Qundriflilchc 
Q de» Büschels Qi) gemein hat; dann behaupte ich, dass die Ebencnpaarc 
M», Hi ; B 3 ; -K l>; • - ■) Involution sind. Kino Ebene -I, die durch ab 

beliebig gelegt ist, schneidet nämlich < t 'i in einem Kegelschnitte, welcher in 
q und b alle Flachen des Büschels !</,. W berührt. Die ({uadritlächo dieses 
Büschels also, welche durch einen beliebigen Punct dieses Kegelschnittes gebt, 
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Zwei QuadrirlUehcn schneiden sich im Allgemeine» in einer Kauincurve 
vierter Ordnung. Haben sie aber eine Gerade (Directrix) gemein, so ist die 
übrigbleibende DitrehschniltSLiirve eine Kaumeurve dritter Ordnung (Cubinche 
HnumcnrreJ , welche jene Gerade in zwei l'iuicten schneidet. ') Diese 
Gurre kann man auch als Ort der Puncte erhalten, in xnhhen sich drei ent- 
sprechende Ebenen dreier project irischer Ebenenbüxchd schneiden. Die Geraden, 
in welchen »ich die entsprechenden Ebenen des eisten und zweiten Büschels 
schneiden, bilden ein Hyperboloid, ebenso erzeugen das erste und dritte 
Büschel ein anderes Hyperboloid, und diese beiden Hyperboloide, welche 
die Axe des ersten Büschels geinein haben, schneiden sich ausserdem in 
einer Kauincurve dritter Ordnung. 

Der reeiproke Satz sagt aus, dass zwei Quadriflächen im Allgemeinen 

enthält ihn ganz, und diese Quadrifläche schneidet Qi in einem neuen Kegelschnitt, 
der die Ebene B individualisiert. Die Ebenen Ä, Ii bestimmen sich eine aus der 
anderen in der nJlmlicheu Weise, also hat die ausgesprochene Eigenschaft statt. Unter 
den Flächen des Büschels {Q t , Q 3 ) ist es die aus den Ebenen - Ii. H\ zusammengesetzte, 
fir welche die entsprechenden Ebenen A , H eben mit diesen A\ , B\ zusammen- 
fallen; folglich sind die drei Ebenenpaare ^i, Ji, ; A } . ]> t \ J 3 , J5.i in Involution. 

Dieses Theorem führt zu einer Eigenschaft der Flachen beliebiger Ordnung. 
Oegeben zwei Flächen, die sich in einem Puncte a berühren, man Bucht die Ge- 
raden, welche in diesem Puncte diu Scbnittcurvc der Flachen berühren. Man kann 
offenbar bei dieser Untersuchung jeder Flache eine okulierende Quadriflächo durch 
a substituieren, weil, sobald cino Ebene durch a die beiden osculicronden Quadri- 
flBchcn in Curven schneidet, welche mindestens drei Paar gemeinschaftliche zu- 
sammenfallende Puncto haben, auch mit den Schnittcurvon derselben Ebene mit 
den gegebenen Flachen eine dreifache Berührung statt hat. Da nun eine osculie- 
rende Quadrifläche einer gegebenen FlHche in einem gegebenen Puncte nur sochs 
Bedingungen unterworfen ist, und folglich noch drei weiteren Bedingungen genügen 
kann, so dürfen wir annehmen, dass die beiden Quadriflächen sich nicht allein in 
0, sondern auch noch in einem anderen Puncte b berühren. Nun schneiden sich 
die beiden Quadriflächen in zwei Kegelschnitten, deren Ebenen die Tangential- 
ebene in a längs den gesuchten Geraden schneiden. (Oi.ivikr, Sur la construetüm 
de» tamjent* en im point multiple etc. Journal de l'e'cole polytechnique, Cah. 21. 
1S3'2; p. 307) Hat man endlich drei Flachen, die sich in a berühren, so erhält 
man aus dem oben bewiesenen Satze von den QuadriHächen als Corollar : Die 
Tangentenpaare der drei Cunen in a, in welchen sieh die Flächen su zieei und 
zwei Schleiden, sind in Involution. (Ciiasi.es, Apercu Note 10. 8. 340 der deutschen 
Uebcrsetzung). 

') Diese Zerlegung der Curven vierter Ordnung hat statt, wenn die beiden 
Flächen sich in zwei Puncto n berühren, die auf einer gemeinsamen Dircctrix beider 
Flächen liegen. Jede Ebene, welche durch diese Oerade geht, schneidet dio beiden 
Quadriflnchen in zwei Generatrixcn, eine für jede Fläche, und der Ort der Puncte, 
welche diesen beiden Geraden gemein sind, ist die Curve, welche zugleich mit der 
gegebenen Dirtctrix den vollständigen Durchschnitt der Oberflächen bildet. Diese 
Curve inuss also von der dritten Ordnung sein, und die Dircctrix in den beiden 
Punctcn achneiden, in denen die beiden Quadriflächen sich berühren. 
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in eine Developpable vierter Clause eingeschrieben sind, die von ihren ge- 
meinschaftlichen Tangentialebenen erzeugt' wird. Haben aber die beiden 
Qnadritlächeu eine Gerade gemein, so haben diejenigen gemeinschaftlichen 
Tangentialebenen, die nicht durch jene Gerade gehen, »Is Knveloppc eine 
Developpable dritter Classe. von der zwei Tangentialebenen durch die 
genannte (Jerade gehen. ') Diese abwickelbare Fläche kann auch als Enee- 
loppe der Ebenen erhalten werden, welche durch drei eorre.tpondierende Fünfte 
dreier gerader projeet irischer Funct reihen hindurchgehen, die nicht je zwei in 
derselben Ebene liegen. 



CAPITEL VI. 

LINEAHE FLÄCIIENSYSTEME. 

41. In derselben Weise wie für die ebenen Cnrven -) beweist man für 
die Flächen, dass die Funetgrtippen , in denen eine beliebige Gerade die 
Flächen eines Büschels >-ter Ordnung schneidet, eine Involution des v-tcu 
Grades bilden. ;l ) Diese Involution hat 2\y — l) Doppelpunctc , folglich hat 
man den Satz : 

In einem Hüaehel der >-ten Ordnung gibt at 2(w — 1) Flächen, die eine 
gegebene Gerade berühren. 



I ) Die* ist der Fall, wenn die beiden Flüchen sich in zwei Puncto n einer ge- 
meinschaftlichen Diroctrix berühren. Gehen dalier zwei (Juadritbkhen durch die- 
selbe eubisehe Kaumcurvc, so sind sie auch in dieselbe Developpable dritter Classe 
einge-tchrieben und umgekehrt 

Durch einen beliebigen Punct der gemeinsamen Geraden geht eine Generntrix 
der ersten und eine Generatrix der «weiten Quudriflflcho. Diu Ebene der beiden 
Geocratrixen hat die Developpable dritter ('lasse zur Knveloppc. Die Tangential- 
ebenen derselben entsprechen projectivisch den Functeu einer Geraden. Mau beachte 
ausserdem, da** diese Developpable keine Doppeltrtngcntialibcne oder Wendcebene 
haben kann, weil der Punct, in dem eine solche Kbene zwei andere Kheneu achnei- 
den würde, in vier Tangentialebenen Inge, was dem widersprechen wflrde, das» es 
eine Dcveloppablo dritter Classe ist. Die Charakteristiken derselben sind daher (14): 
/x = 3, u=^, t p = A, « = 0, ,5 = 0, r = l. « = 1. C =0, ij=0, V = 0. 

Man »ehe des Verfassers Abhandlung: Sur le* eubiquea gauctie« (Nouvelles 
Ann. de Math. 2». serie, T. 1. Paris; 1S6_>). 

2) Einleitung, Nr. 49. 

:t ) Umgekehrt gehören die FlAchcn derselben Ordnung einer einfach unend- 
lichen Reihe, welche von irgend einer Geraden in Functgruppen in Involution ge- 
schnitten werden, zu dem nämlichen Büschel, weil in GcmAsshcit der Voraus- 
setzung ein Punct des Kaunies entweder in einer oder in allen Flachen der 
Ilcihe liegt. 
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Kine Eime schneidet die Fläche eines Büschel» in Curven, die ein 
anderes Büschel bilden, dessen Basispunete die Durchschnitte der Transver- 
salebene mit der Basis-Curve de.s ersten Büschels sind. Nun gibt es in 
einem ebenen Curvenbiischel v-tcr Ordnung 3(> — l) 1 , die einen Doppelpunct 
haben '); man hat folglich den Satz: 

In einem Büschel x-ttr Ordnung gibt ex 3(" — I i* Flächen, welche eine 
gegebene Ebene berühren. 

42. Ich nenne diejenige /u-fach unendliche Reihe von Flächen v-ter 
Ordnung ein lineare* System ßttr Stufe und >-ter Ordnung, welche Iftv)— ß ge- 
meinschaftlichen Bedingungen in der Art geniigen, dass durch fi beliebig im 
Räume angenommene Puncto nur eine einzige Fläche geht, welche den oben- 
genannten Bedingungen Genüge leistet. •) 

Für /i-l, 2, 3 heisst die Reihe in derselben Folge BüecJul, Netz und 
lineares System im engeren Sinne. ') 

43. Aus den vorhergehenden Definitionen folgt sofort, dass alle Flächen 
eines Systeme« ß-tor Stufe, welche durch p beliebig gegebene Puncto gehen, 
ein niederes lineares System (ß— />)-ter Stufe bilden, welches in dem ge- 
gebenen Systeme enthalten ist. 

Diejenigen Flächen desselben ersten Systems, welche durch andere p' 
gegebene Puncte gehen, bilden ein zweites niederes lineares System (ß— p )-ter 
Stufe. Haben die beiden («nippen von p und p' Puncten a Puncte gemein, und 
ist p-\~p'—<r <L p, so bilden die Flächen, welche durch die />+/>' — <f ver- 
schiedenen Puncte gehen, ein lineares System (jt — p— /j'-f^-ter Stufe, welches 
sowohl im Systeme (ß-pYivr Stufe als in dem (p-p')-tvr Stufe enthalten 
ist. Ist aber p+p' — o — ß, so bestimmen die /»+/»'— ° verschiedenen Puncte 
eine einzige Fläche, welche den beiden niederen Systemen (ß—p)ter und 
(ß-p')-ter Stufe gemein ist. *) 

Ein lineares System der ß ten Stufe ist durch ß-\-\ Flächen derselben 
Ordnung bestimmt, welche nicht ein und demselben linearen System nie- 
derer Stufe angehören. Es seien nämlich U u LT», ... , Up+i die ß+1 ge- 
gebenen Flächen, und man suche die Fläche des Systems, welche durch die 
Puncte oi Oi, 0 3 , ... 7 o u _ t ,o /x geht. Die Flächenpaare ( üi), ( Ü7i 17s), 



I) Einleitung, Nr. 88. 

*) JoxQi;ien»:s, Etüde» nur les nngularitc* de» nir/ace» alge'briques (Journal 
de Liotmllo, 2 e (Exp.) söVio. T. 7; \%'2). 

3 ) Die Ebenen, welche durch eine Gerado gehen, bilden ein Büschel ; die 
Ebenen, die sflmmtlich durch einen festen Punct gehen, bilden ein Net« (Bündel), 
und alle Ebenen des Raumes bilden ein lineares Sv«tom im engern Sinne 

') Hieraus ergibt sich tum Beispiel, dass zwei in einem Netz enthaltene 
Büschel eine Fläche gemein haben; dass ein Büschel und ein Netz, die in einem 
linearen Systeme im engern Sinne enthalten sind, eine Flache gemein haben; dass 
zwei Netze, die in einem linearen Systeme im engern Sinne Bich befinden, eine 
unbegrenzte Zahl von Flachen gemein haben, die ein Büschel bilden; u. a. w. 
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. . . , ( U\ Uß) ( U\ Ufi+ 1), individualisieren ß Büschel, in denen es ß Flächen 
gibt, die sämnitlich durch o /t gehen. Nehmen wir an, dass diese ß Flächen 
ein lineares System der {ß— l)-ten Stufe bestimmen, so ist diejenige Fläche 
dieses Systems, welche ausserdem noch durch Ci,o\, ...» Op—x geht, die 
verlangte. Also ist der Satz für ß bewiesen, wenn er für ß — 1 besteht, er 
findet aber statt für ß = l, folglich gilt er allgemein. ') 



1) Sind 

ü t = 0, l' t = 0, . . . , f> = 0. Uß+i = 0 
die Gleichungen der gegebenen Flächen, bo werden alle Flachen des Systems durch 
die Gleichung dargestellt: 

*l U i+ X t r i + -"+ x ß U ß+*ß+ x U ß+y = 0 
wo die x unbestimmte Parameter sind. Diese Gleichung zoigt, dass eine beliebige 
Flache dos Systems ein Theil des BOschols ist, das von zwei Fliehen gebildet 
wird, deren eine dem niederen Systeme (/>— l)-ter Stufe 

angehört, und die andern dem linearen Systeme (/* — />)-ter Stufe 
zp+\ Cp+\ + x/i+i Up+-z -f . . . + xß+iUß+i = 0. 

Theilt man also die gegebenen Flächen in zwei Gruppen, die eine Ton p die andere 
yon ß— p-{-l Flächen, die zwei lineare niedere Systeme (/> — l)-ter und (p-p)-ler 
Stufe individualisieren, und man nimmt beliebig aus jedem dieser niederen Systeme 
eine Fläcne als ein Bfischel bestimmend an, so gehören Bämmtliche Flächen des 
Büschels dem vollständigen Systeme an, und umgekehrt können alle Flächen des 
vollständigen Systems in dieser Weise erhalten werden. Macht man zum Beispiel 
p= 1, so erhält man den Satz, das« eine beliebige Fläche des Systems die Fläche 
U\ = 0 in einer Curvo schneidet, durch welche eine Fläche des niedern Systems 
geht, das durch l\ = 0, tj = 0, Ufi+i = 0 bestimmt ist. 

Aus dem Vorhergehenden resultiert ausserdem noch : Wenn man in einem ge- 
gebenen linearen Systeme p-\-\ Flächen, die nicht demselben Systeme (/> — l)-ter 
Stufe angehören, annimmt, so dass sie ein System der // ton Stufe bestimmen, so 
gehören auch alle Flächen dieses Systems dem gegebenen Systeme an. 

Es ist auch sogleich klar, dass, wenn die Flächen, welche ein lineares System 
individualisieren, einen Punct gemein haben, derselbe in allen Flächen des Systems 
liegt. So gehen für ß ~ 1 die Flächen eines Büschels v-ter Ordnung sämmt- 
lich durch dieselbe Cuvve der Ordnung und folglich schneiden sich die Flächen 
eines linearen Systems /a-ter Stufe, die durch ß — 1 beliebig gegebene Functo 
geben, läng* einer Curve i- ? -ter Ordnung. Für ß = •> erhält man: Die Flächen 
eines Netxes haben im Allgemeinen v 3 gemeinschaftliche Functe, also schneiden 
sich die Flächen eines Systems /i-ter Stufe, die durch ß— 2 beliebig gegebene 
Puncto gehen in andern t> a —ß-\-2 Puncten. (Wir sagen im Allgemeinen, weil die 
Basis eines Netzes auch eine Curve sein kann, die dann offenbar notbwendig von 
niederer Ordnung als v 2 sein mu«s. So bilden zum Beispiel die Quadritiaclien 
die durch sieben gegebene Puncto gehen ein Not*, und haben im Allgemeinen 
nur noch einen achten Punct gemein, wenn aber diese sieben Puncto auf einer 
eubisebeu Raumcurve liegen, so liegt diese auch auf allen Quadri flächen des 
Nettes.) 
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44. Zwei lineare Systeme derselben p-ten Stufe heissen projeclivisch, 
wenn die Flächen des einen den einzelnen Flächen des andern in der Art 
entsprechen, dass den Flächen des ersten Systems, welche ein niederes System 
(/* />)tcr Stufe bilden im zweiten Systeme ebenfalls Flächen entsprechen, 
die ein anderes System derselben (,"— /')-ttn Stufe bilden. Die beiden nie- 
deren sich entsprechenden Systeme sind offenbar projectivisch. 

Da ein Büschel eine einfach unendliche Reihe von Elementen ist, so ist 
die gegenseitige Projectivität zweier Büschel durch drei Paare entsprechender 
Flächen, die beliebig gegeben oder festgelegt sind, bestimmt. ') Nehmen 
wir im Allgemeinen für zwei lineare Systeme /i-ter Stufe an, dass den Flächen 
L\, i T : , . . . , | des ersten Systems, die nicht demselben niedern Systeme 
angeboren, der Reihe nach die Flächen F| , l' t , . . ., Jt-s zweiten 

Systems, die ebenfalls nicht zu demselben niederen Systeme gehören, ent- 
sprechen und lassen wir, unter eine Fläche des Büschels (U p U r)l+f ) und 

unter V„ eine solche des Büschels T,^,) verstanden, die Flächen 
U,,U*,TJ.i, . . .,TJ /Jt bezüglich den Flächen Vi , V*. . . . , V a entsprechen, 
so ist die projectivische Beziehung zwischen den beiden gegebenen Systemen 
vollständig bestimmt, das heisst, einer beliebigen Fläche des ersten Systeme» 
entspricht eine vollständig bestimmte Fläche des zweiten. Denn eine be- 
liebige Fläche des ersten Systems bildet •■inen Theil (43) des System» nie- 
derer (//— l)-ter Stufe, das durch Oberflächen gebildet wird, die Ikziiglich 
zu den Büscheln ( C { , U /t+l ), ( {'. U /l+l ) .... ( t7 /z L' /1+ , ) geboren. Ks seien 
diese Flächen die oben durch U| , TT,, . . .,TS„ bezeichneten. Die Büschel 
(üpUJ^UpUJ, die zu demselben Netze ( l' f , l' a tfi+i) &\\$rcn, haben 
eine Fläche gemein, der diejenige Fläche entspricht, welche die Büschel 
(V^V^M V p Y a ) gemein haben. Auf diese Weise besteht für die niederen 
Systeme (Ui,TJ,. . . . U„) . ( Vi , V,, , . . V /t ) dieselbe Beziehung, wie für 
die gegebenen Systeme /i-ter Stufe. Der Satz gilt also für die Systeme 



Da ein Netz durch drei Flüchen individualisiert wird, so gehen durch v s ge- 
meinschafdiclie Punctc dreier Flachen v-ter Ordnung eine unbegrenzte Zahl von 
Flächen, die ein Netz bilden. Eine Flüche der v-ten Ordnung ist durch iT(f) 
Puncte gegeben, also geht durch Xl{v) -2 gegebene Puncte ein Net/, von Flachen 
derselben Ordnung; drei beliebige dieser Flächen schneiden sich in k 1 Puncten, 
die gegebenen eingeschlossen, und durch diese > 3 Puncte geht eine unbegrenzte 
Zahl von Flachen derselben Ordnung, nämlich die, welche die gegebenen Puncto 
enthalten. Folglich schneiden sich alle Flachen >-tcr Ordnung, welehe IT(s') — 2 
gegebene Puncte enthalten, in andern > 3 —tl(y)-\-'2 Puncton, die durch die ersten 
mit bestimmt sind. Tl(?) — 2 beliebig gegebene Puncto bentimmen daher alle ttasifi- 
punete eines Flächennetz« st v-ter Ordnung. E*mi\ Examen des dljfirentev mr- 
thode» etc. Pari» 1S48- — Pi.i eckkk, Jicchcrchcn sur les aurfaces ulg<ibriqute. 
(Annalcs de Gergonne. T. 19). 

1) Einleitung, Nr. 8. 
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//-ter Stufe, wenn er für Systeme (//— l)-ter Stufe statt hat. Kr ist aber 
für Büschel bewiesen, das heisst für // — 1. folglich besteht er allgemein. •) 

45. Ein Ebeucnnetz besteht aus allen Ebenen, welche dnreh ein und 
denselben Punct (MiUelpunct) gehen. Strahlen des Netzes heissen die Geraden 
die durch den Mittelptinct gehen. 

Zwei Ebenennerze heissen reeiprok, wenn die Ebenen des einen den 
Strahlen des andern einzeln entsprechen, in der Art, dass den Ebenen des 
einen Netzes, die ein Büschel bilden, das heisst, die durch ein und denselben 
Strahl gehen, im andern Netze die Strahlen eines Büschels entsprechen, das 
heisst die Strahlen, die in ein und derselben Ebene durch denselben Punct 
gehen. Das Ebenenbiischel und das entsprechende Strahlenbüschel sind 
projectivisch. 

Ebene Punctreihe ist der Omplex aller an Zahl zweimal unendlicher 
Puncte einer Ebene. Slruhkn einer ebenen Punctreihe sind die Geraden, 
die sie enthält. 

Zwei ebene Punctreiben heissen reeiprok, wenn den Puncten der einen 
die Strahlen der andern in der Art entsprechen, dass den Puncten der einen 
Ebene, die eine gerade Punctreihe bilden, das heisst säinmtlich auf einem 
Strahle liegen, in der andern Ebene die Strahlen eines Büschels, das heisst, 
die Strahlen entsprechen, die sich in einem Puncte kreuzen. Die gerade 
Punctreihe und das entsprechende Strahlenbüschel sind projectivisch. 

4G. Gegeben zwei reeiproke Ebenermetze deren Mtttelpuncte s,fi| sind. 
Man verlangt den Ort P der Puncte, in welchen die Strahlen des ersten 
Netzes die entsprechenden Ebenen des zweiten Netzes schneiden. Eine 
Ebene A die beliebig durch o gelegt ist, enthält ein Strahlenbiischel des 
ersten Netzes utid schneidet die entsprechende Ebene des Netzes ( öi ) in 
einein zweiten Strahlenbiischel, dessen Mittelpunct der Punct a ist, in welchem 
die Ebene A von dem Strahle a\ getroffen wird, der ihr im Netze (6t) ent- 
spricht. Da beide Strahlenbiischel projectivisch sind, so erzeugen sie einen 
Kegelschnitt, der durch » und a geht, das heisst, jede beliebige Ebene durch 
» schneidet P in einem Kegelschnitte. Da der Punct a auf dem Kegel- 
schnitte liegt, so geht die Ebene A\, welche dem Strahle so = a entspricht, 
durch o ; dieser Punct ist aber auch der Durchschnitt der Ebene mit dem 
Strahle «|Q~ai, und folglich ist die Fläche P auch der Ort der Puncte, 



') Angenommen den Flachen 

u t = o, u* = o, . . . , *7*+t = o; ü, = i'i+Vp+i = o, u* = r»+ r u+i = o 

ö/f=0>4-K7*-f-i==u 

des er-len Systems entsprachen die Flächen 

r,=o, r, = o , K'ifi v=o;Ti-n+r / i +1 = o,?i=r,+T74 + i =o,..., 

f/izzr/i^-r/i+i = 0 

des zweiten, so sind zwei beliebige entsprechende Flächen durch die Gleichungen 
dargestellt : 

Ix, r, +x, Ur\- . . • +*/*+! ^+1 = 0, 
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in denen die Strahlen des zweiten Netzes die entsprechenden Ebenen des 
ersten treffen. Man kann daher in derselben Art beweisen, dass F auch 
von jeder Ebene, die durch s\ geht, in einein Kegelschnitte getroffen wird. 
Die Fläche kann nicht mehr als zwei Puncto mit einer beliebigen Geraden g 
gemein haben. Denn der Kegelschnitt, welcher /' und der Ebene ig ge- 
mein ist. sehneidet g nur in zwei Puncten. Folglich ist F eine Fläche 
zweiter Ordnung. 

Ein Strahl g des ersten Netzes trifft F ausser in 6 noch in einem 
zweiten Puncte . dem Dtirehschnittspuncte von g mit der entsprechenden 
Ebene G, des zweiten Netzes. Dieser zweite Punct ist dem Puncte o un- 
endlich nahe, wenn 0\ durch 0C1 geht, folglich entspricht dem Strahle SS| 
des zweiten Netzes die Tangentialebene von F in ß, und dem analog ent- 
spricht die Tangentialebene in ci dem Strahle S|S des ersten Netzes. 

Es sei & die Tangentialebene in s. Dann bilden die Strahlen, die in 
dieser Ebene durch c gehen, ein Büschel und entsprechen den Ebenen, die 
durch 6|S gehen. Diese scheiden S in (ieraden, die ein Büschel bilden. 
Die Büschel sind projectivisch und haben entweder zwei reelle verschiedene 
Strahlen gemein, oder zwei zusammenfallende gemeinsame Strahlen, oder 
keine zusammenfallende Strahlen, oder es fallen endlich alle Strahlen zusammen. 
Tm ersten Falle ist die Flache windschief, im zweiten ist sie ein Kegel . im 
dritten ist sie eine Fläche mit elliptischen Puncten (25). Im letzten Falle 
besteht die Fläche P ans der Ebene »S und einer zweiten Ebene. ') 

47. Umgekehrt beweist mau leicht, dass jede beliebige gegebene Fläche 
zweiter Ordnung auch auf unendlich verschiedene Arten mittelst zweier 
reeiproker Ebenennetze erzeugt werden kann . deren Mittclpuncte zwei be- 
liebig auf ihr angenommene Puncte sind. Und hieraus ergibt sieh die Con- 
struetion einer Quadrirläche von der neun Puncte gegeben sind. '-) 

Analog kann mau den Satz aussprechen. Sind zwei ebene Punct- 
reihen reeiprok, so ist die Enveloppe der Ebenen, die durch einen beliebigen 
Punct der einen Ebene und den entsprechenden Strahl der anderen Ebene 
bestimmt werden, eine Oberfläche zweiter Classe. Eine Fläche zweiter Classe 
kann umgekehrt immer auf unendlich verschiedene Arten mittelst zwei be- 
liebiger von ihren Tangentialebenen erzeugt werden, die reeiproke ebene 
Punctreihen sind. 



I) Sei DEWITZ, Kmutrul.tion und Klassifikation der Flüchen den '.trriten Graden 
vtitteUt priijcktiriiicher (Schilde (Grunert's Archiv für Math, und I'liys. Bd. 9 S. 
— Man vergleiche auch Keye, (Jcntefrie der Lage (Hannover; 18(>8) *2 Ahth S. 2i'u 
-) Sciihoetkk, Prohlrmatix geomrlrici ad superfu-inn seenmH ordini* per data 
puneta comtrutndam apectantis toliüio nora (Vratislaviae ; 1S62). 
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CA PI TEL VE. 

EINHÜLLENDE FLÄCHEN. 

48. Hat man eine einfach unendliche Reibe von Flächen v-ter Ordnung, 
die n(v)— 1 gemeinschaftlichen Bedingungen unterworfen sind, so kann man 
diese Flüchen als ebcnsoviele Lagen einer Fläche betrachten, welche gleich- 
zeitig die Lage und die Gestalt im Räume nach einem gegebenen Gesetze 
verändert. x ) , 

Es seien S, &, S", S"', . . . aufeinanderfolgende Flächen der Reihe oder 
auch aufeinanderfolgende Lagen der variablen Fläche und S der Ort aller 
zu SS',S'S",S"S"',... analogen Curven. Die Fläche S wird dann durch 
& längs der beiden unmittelbar folgenden unendlich nahen Curven SS 1 , SPS" 
geschnitten. Dieser Eigenschaft halber heissen die Flächen S einydii'dUe 
Fläclien ; 8 heisst die einhüllende ' Fläche und der Curve, in welcher sich 
zwei unmittelbar folgende eingehüllte Flächen schneiden, das heisst der 
Beriihrungscurve zwischen der einhüllenden Fläche und einer der eingehüllten 
Flächen gibt man den Namen CharakterutOt der Einhüllenden. 

Sind die Flächen & Ebenen, so ist 8 eine Developpable und ihre 
Charakteristiken sind die Generat rixen (7). 

49. Die Fläche S ist offenbar der Ort der Puncte, durch welche zwei 
unmittelbar folgende Eingehüllte gehen. Daher ist jeder Punct, in dem sich 
zwei, drei, . . . verschiedene Paare succe»siver eingehüllter Flächen schneiden, 
das heisst zwei, drei,... verschiedene Charakteristiken, für 8 respective 
ein Doppelpnnct (Biplanarpunct), ein dreifacher Punct (Triplanarpunct) . . . 
Die Fläche S hat also im Allgemeinen eine Doppel- oder Knotencurve, den 
Ort der Puncte, in denen sieh zwei nicht unmittelbar folgende Charakteri- 
stiken schneiden, und auf dieser Curve gibt es eine bestimmte Zahl von drei- 
fachen Puncten. 

Ebenso ist ein Punct für 8 ein Uniplanarpunct, wenn sich in ihm zwei 
unmittelbar folgende Charakteristiken schneiden. Die Fläche besitzt folglich 
eine Cuspidalcurvc, den Ort der Durchschnittspuncte aufeinanderfolgender 
Charakteristiken. Diese Curve wird von jeder Charakteristik in dem Puncte 
berührt, den dieselbe mit der nächstfolgenden Charakteristik gemein hat. 

Die Cuspidalcurve ist der Ort der Puncte, in denen sich drei aufein- 
anderfolgende Eingehüllte treffen. Es können darunter eine bestimmte Zahl 



1) In der Art, daas die suceessiTen Lagen der variablen Flache von den 
Werthen abhängen, die ein veränderlicher Parameter annehmen kann. 

2) Monoe, Applicaiion dt Tannly*e A In gfornttrie, § VI. 
Crcmoxa, Oberflielien. 4 
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von Puncten sein, von denen jeder in vier aufeinanderfolgenden Eingehüllten 
liegt, da* heilst in drei unmittelbar folgenden Charakteristiken. Diese Puncte 
würden offenbar Spitzen der Cuspidalcurvc sein und würden wegen des 
•Durchschnitts der ersten mit der dritten Charakteristik auch der Doppel- 
curve angehören. Die Puncto, in denen sich zwei unmittelbar folgende 
Charakteristiken und eine andere nicht unmittelbar folgende schneiden, sind 
Spitzen der Doppolcurve und liegen auch in der Cuspidulcurve. 

50. Um ein Beispiel zu geben, möge die Reihe der Flüchen S so be- 
schaffen sein, dass durch einen beliebigen Punct des Raumes zwei dieser 
Flüchen gehen. Dann ist die Flüche 8 der Ort der Puncte, für welche die 
beiden Flächen Ä zusammenfallen. Da jeder Punct der Fläche 6 auf einer 
einzigen eingehüllten Fläche liegt, und zwar auf der, welche 8 im besagten 
Puncte berührt, so folgt, dass alle gemeinschaftlichen Puncte zwischen 8 und . 
einer Kingehüllten Berührungspuncte dieser beiden Flächen sind. Aber die 
Beruhrung?curvc zwischen 8 und einer Fläche S ist der Durchschnitt dieser 
letztern mit der nächstfolgenden Eingehüllten, und ist daher eine Cnrve 
*Mer Classc. 8 ist also eine Fläche 2*-tcr Ordnung. Auf derselben exi- 
stiert weder eine Doppelcurve, noch eine Cuspidalcurve, weil kein Punct 
des Baumes nur in drei Flächen S liegt. 

Drei eingehüllte Flächen schneiden sich in v 1 Pancten, die nothwendig 
allen Flächen S angehören, da sie nicht in einer endlichen Zahl von Flachen, 
die grösser als 2 ist, liegen können. In jedem dieser Puncte wird 8 von 
der Ebene berührt, die in ihm eine der eingehüllten Flüchen berührt. 
Folglich sind alle diese Puncte für die Fläche 8 Doppelpuncte, und durch 
dieselben gehen nicht blos die Flächen <S', sondern auch alle Bcrührungs- 
enrven der Fläche 8 mit den Eingehüllten. 

Da die Berührungscurve zwischen 8 und der Eingehüllten S der Durch- 
schnitt der letzteren Curvc mit der nächstfolgenden Eingehüllten ist, so ist 
die genannte Cnrve - das heisst eine beliebige Charakteristik von 8 — 
die Basis eines Flächenbiischels >-ter Ordnung (20). Die Beriihrungscurven 
zweier beliebiger Eingehüllten haben v 3 Puncte gemein, und folglich hat die 
Flüche v-ter Ordnung, die durch die erste Cnrve und einen beliebigen Punct 
der zweiten geht, mit letzterer v'-f-l Puncte gemein, das heisst, sie enthält 
sie vollständig. Zwei nicht unmittelbar folgende Charakteristiken der Fläche 
8 liegen also auf ein nnd derselben Fläche v-ter Ordnung. 

Lässt man durch eine Charakteristik von 8 eine Fläche v-ter Ordnung 
gehen, so schneidet diese 8 in einer andern Cnrve >*-ter Ordnung. Es sei 
r ciu beliebiger Punct dieser Curve. Dann enthält die Oberdäche v-ter 
Ordnung, die durch die gegebene Charakteristik und durch x geht, auch 
die Charakteristik, auf der r liegt, und jede Flüche v-ter Ordnung also, die 
durch eine Charakteristik gelegt ist, schneidet 8 längs einer andern Cha- 
rakteristik. 

Alle analogen Flüchen, deren jede 8 in zwei Charakteristiken schneidet, 
gehen durch die v 3 Doppelpuncte der einhüllenden Fläche. Diese Puncte, entstan- 
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. den durch den Durchschnitt dreier Flächen y-ter Ordnung, bilden die Basis eines 
Netzes (43). Umgekehrt schneidet jede Fläche des Netzes S in zwei Charak- 
teristiken. Denn denken wir Uns eine solche Fläche durch zwei Puncte, die 
beliebig auf S angenommen sind , bestimmt , so liegen die beiden Charak- 
teristiken, die durch diese Puncte gehen, auf derselben Fläche v-ter Ordnung, 
folglich u. s. w. Zu dem Netze gehören auch die Eingehüllten S. Diese 
sind davon diejenigen Flächen, welche S in zwei unmittelbar folgenden 
Charakteristiken schneiden. 

♦ . . _ . 

C AP IT EL VIII. 

•WINDSCHIEFE FLÄCHEN. 

■ 

51. Eine Fläche heisst tinzjicgeljliiche, wenn sie durch Bewegung einer 
geraden Linie erzeugt werden kann. Eine Regeldäche ist also eine einfach 
unendliche Reihe von Geraden (Gencratrixen). 

Liegen zwei unmittelbar folgende Gencratrixen stets in derselben Ebene, 
aö bilden die Durchschnitte der aufeinanderfolgenden Generatrixen eine Curve, 
deren Tangenten eben diese Generatrixen sind. Die- Kegelfläche ist also in 
diesem Falle eine Developpabh (abwickelbare Fläche). 

Die Regelflächen, die nicht abwickelbar sind, heissen windschuf (gobbe, 
gauche-n, sheto) oder geradlinig, •) das heisst eine windschiefe Fläche ist ein 
Ort, der durch eine Gerade erzeugt wird, von der zwei unmittelbar folgende 
Lagen im Allgemeinen nicht mehr in derselben Ebene enthalten sind. 

Die windschitfe Flächo der zweiten Ordnung lässt zwei Systeme gerad- 
liniger Gencratrixen zu, das heisst zwei einfach unendliche Reihen von 
Geraden (24). 

52. Es soi 8 eine gegebene windschiefe Fläche, g eine ihrer Genera- 
trixen, m ein Punct beliebig auf g gelegen; es seien ferner g', g" die auf g 
folgenden Generatrixen. Die Gerade g ist offenbar eine der beiden Oscu- 
lierenden der Fläche in m (16) und es geht folglich die Tangentialebene 
durch g, was auch der Berührtingspunct m ist. Die Gerade, welche durch 
m geht und g' und g" schneidet, enthält drei unendlich nahe Puncte der 
Fläche, ist also die zweite Osculicrende und bestimmt in Verbindung mit g 
die Beriihrungsebene M in m. 

Umgekehrt berührt jede beliebig durch g gelegte Ebene M die Fläche 


i) BKi.r.Avi-m, Geomelria detcrittiva (PadoTa 1851 ; p. 90) 

4* 
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in einem Puncte dieser Generatrix. Die Gerade, welche in der Ebene M 
so gezogen ist, dass sie g' und g" schneidet, trifft g im Berührungspuncte re. l ) 
Es ist auf diese Weise klar, dass längs der Generatrix g jeder Puuct 
eine einzige Ebene M individualisiert, und umgekehrt jede Ebene M nur 
einen einzigen Punct m. Die Reihe der Puncte m und das Büschel der 
Ebeneu M sind also zwei projectivische Gebilde, und es ist folglich das 
DoppclvcrhältnisT» von vier Tangentialebenen, die durch dieselbe Generatrix 
gehen, gleich dem Doppelverhältniss der vier Berührungspuncte. 2 ) 

53. Zwei windschiefe Flächen mögen jetzt eine gemeinschaftliche Gene- 
ratrix g haben. Eine durch g beliebig gelegte Ebene M berührt die eine 
Fläche in einem Puncte m und die andere in einem zweiten Puncte m'. Läset 
man M variieren, so erzeugen die beiden Puncte m, m' zwei projectivische 
Punctreihen, bei denen zwei Puncte mit ihren bezüglich entsprechenden 
Puncten zusammenfallen; die beiden Flächen berühren sich folglich in zwei 
Puncten der gemeinschaftlichen Generatrix. Wenn sie sich nun in drei 
Puncten von g berührten, so fielen die Puncte m, m' immer zusammen, das 
heisst, die beiden Flächen würden sich längs der ganzen gemeinsamen Gene- 
ratrix berühren. 3 ) 

54. Ist eine windschiefe Fläche von der Ordnung v, so trifft eine be- 
liebige Oeradc " Generatrixeu und jede von ihnen bestimmt mit jener Ge- 
raden eine Tangentialebene. Es gibt also > Tangentialebenen, die man 
durch die beliebige Gerade legen kann, das heisst, eine windschiefe Fläche 
v-ter Ordnung ist auch v-ter Classe und umgekehrt. *) Um die Begriffe 
Ordnung und Classe auf einmal zu umfassen, sagen wir, eine wind- 
schiefe Fläche ist vom v-ten Grouk, wenn eine beliebige Gerade f Genera- 
trixeu trifft. 

55 Eine Ebene M, die eine gegebene windschiefe Fläche v-ten Grades 
in einem Puncte m berührt, schneidet die Fläche in einer geradlinigen Gene- 
ratrix g und einer Curve (*— l)-ter Ordnung. Diese trifft g in m und in 
v — 2 anderen Puncten. Jeder derselben ist ein Doppelpunct der Fläche, 
da er kein wirklicher Berülirungspunet der Ebene mit der Fläche sein kann, 
und verändert sich nicht, wie auch die Ebene M um g rotiert. Die Curve 
(v— l)-ter Ordnung ist in der That der Ort der Puncte, in denen die Ebene 



1) Die Flache S und das durch die Directrixen g>g"ig" bestimmte Hyperbdloid 
osculieren sich längs der Geraden g. In jedem Puncte derselben haben sie die 
nämliche Tangentialebene und die nämlichen Osculiercnden. Jedes andere Hyper- 
boloid, das durch die Geraden g, y' geht, hat längs g mit S einen Contact erster 
Ordnung. (Hachette, Supplement ä la giomitrie detcriptive de Monge, 1811.) 

2) Cjiasi.i:s, Memoire tur les »wjace» engendre'et par une ligne droite etc. 
(Corrcspondcnce mathe'mattque et physique de Bruxelles, T. 11). 

Hacukttk, o. a. 0, ;■ — Tratte" de gr'ometrie detcriptive, Paris 1822. p. 84. 



*) Cavi.ky, On the theory of tkete ntrface* (Cambridge and Dublin matbe* 
matical Journal, T. 7; 1852). 
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M von Generatrixen ausser g geschnitten wird. Die auf g folgende Generatrix 
trifft M in dem auf den Berührungspunct ra der Tangentialebene mit der Fläche 
unmittelbar folgenden Puncto der Curve; durch die anderen v — 2 gemeinschaft- 
lichen Durchschnittspunctc der Geraden g mit der Curve gehen also eben- 
soviele nicht unmittelbar folgende Generatrixen. Ein Punct, in dem sich 
zwei getrennte Generatrixen schneiden, ist für die Fläche ein Doppelpunct, 
weil man, wenn man, wie es oben (52) geschehen ist, die auf obengenannte 
Generatrixen jedesmal folgenden Generatrixen betrachtet, findet, dass in diesem 
Puncte die Fläche zwei verschiedene Tangentialebenen zulnsst. Oder man 
kann auch darauf Rücksicht nehmen, dass der Durchschnittspunct zweier 
Generatrixen, die nicht unmittelbar aufeinander folgen, zwei zusammen- 
fallende Durchschnittapuncte der Fläche mit jeder beliebigen Geraden dar- 
stellt, die durch ihn gezogen ist, da diese Gerade nicht mehr als v — 2 andere 
Generatrixen schneiden kann. Die Fläche hat daher eine Doppelcurve, die 
von jeder Generatrix in v— 2 Puncten getroffen wird. *) Iii jedem Puncte 
dieser Curve hat die Fläche zwei Tangentialebenen die respective durch die 
beiden Generatrixen gehen, welche sich in dem Puncte kreuzen und sich 
in einer Geraden schneiden, welche die Tangente der Doppelcurve ist. 

Aus der reeiproken Eigenschaft zieht man den Satz, dass die Ebenen, 
die zwei nicht unmittelbar folgende Generatrixen enthalten, zur Enveloppe 
eine doppelt berührende — der windschiefen Fläche doppelt umgeschriebene — 
Developpable haben, die v — 2 Tangentialebenen besitzt durch jede Generatrix 
der gegebenen Fläche. Jede Ebene, die zwei nicht unmittelbar folgende 
Generatrixen enthält, berührt die gegebene Fläche in zwer Puncten, nämlich 
in denjenigen, in welchen die vorgedachten Generatrixen von der Berührungs- 
generatrix zwischen der doppeltberührenden Developpablen und besagter 
Ebene geschnitten werden. 

56. Eine windschiefe Fläche hat im Allgemeinen einige singulären Genera- 
trixen, die von den unmittelbar folgenden Generatrixen getroffen •werden. 
Treffen sich zwei unmittelbar folgende Generatrixen g, g' } so berührt 
die Ebene, die sie enthält, die Fläche in allen Puncten von g, wie es bei 
den Developpablen eintritt. Diese Ebene kann also als eine stationäre Ebene 
angesehen werden, die eine unbegrenzte Zahl — parabolischer — Berührungs- 
punete besitzt, die längs einer Geraden continuierlich aufeinander folgen. 
Jede Gerade, die in dieser Ebene liegt, ist Tangente der Oberfläche in einem 
Puncte der Generatrix g, und der Punct gg' kann als ein stationärer Punct 
mit unendlich vielen Tangentialebenen, angeschen werden, die, sämmtlich 
durch g gehen; jede Gerade, die durch den Punct gg' geht, ist Tangente 
der Fläche in einer Ebene, welche die Gerade g enthält. Die Zahl dieser 



l ) Caylet, a. a. O. An Stelle der v— 2 Doppelpuncte auf jeder Generatrix 
kann man in gewissen Fallen eine äquivalente Zahl dreifacher, vierfacher 
Puncte haben; das beisst die Doppelcurve kann durch eine äquivalente Curve von 
höherer Multiplicitat ersetzt werden. 
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singulären Punete und Ebenen ist für eine Fläche gegebener Ordnung end- 
lich, und folglich lässt dieselbe weder eine Cuspidalcurve noch eine oscu- 
lierendo Developpable zu. Das heisst , der durch eine beliebige Ebene er- 
zeugte Schuitt hat keine Spitze , und der Hingeschriebene Kegel , dessen 
Scheitel ein beliebiger Puuet ist, hat keine Wendecbenen. 

In gewissen Füllen hat die Fläche auch Doppclgencratri.cen. Eine solche 
repräsentiert zwei zusammenfallende Generatrixeu für jede Ebene, die durch 
sie hindurchgeht. Jede Gerade, die sie schneidet, trifft im Schnittpuncte 
die Fläche in zwei zusammenfallenden Puncten. 

Die Classe eines umgeschriebenen Kegels ist (38) gleich der der gegebenen 
Fläche, das heisst gleich >. Ist daher 3 die Zahl der Bitangentialcbenen 
des Kegels, das heisst die Zahl der Ebenen, die durch den Scheitel gehen 
und zwei Geueratrixen der Fläche enthalten, so ist die Ordnung des Kegels 
gleich »(* — 1) — 2?. Aber die Ordnung des Kegels ist offenbar gleich der 
Classe der Curve, die man erhält, wenn man die windschiefe Fläche durch 
eine Ebene schneidet, die durch den Kegelscheitel geht. Die 'Classe dieser 
Curve ist v{v — 1)— 2«J, wo ,J die Zahl der Doppelpunctc derselben ist. 
Folglich hat man ? = /?, das heisst, die Cla«*e der doppcltbvriihrendcn Deve- 
loppablen einer tciudnehiefen Fläche ist gleich dtr Ordnung der Doppe/curvc. ') 

67. Zwei krumme Linien — chune oder Kaumcurven — beissen pro- 
jectivische krumme Pundreifien, wenn die Puucte der einen den Puucten der 
anderen einzeln in der Art entsprechen, dass man die beiden Curven »ich 
gleichzeitig durch die Bewegung zweier Punete erzeugt denken kann und 
dabei einer beliebigen Lage des ersten oder zweiten Mobils nur eine ein- 
zige Lage des zweiten oder des ersten Mobils entspricht. 

Wir nehmen jetzt an, in zwei Ebenen P, P' seien zwei projectivUche 
krumme Punctreihcn gegeben ; es sei >' die Ordnung der ersten, <** die Z»hl 
der Doppclpuncte mit verschiedenen Tangenten, und *' die Zahl der Doppel - 
punete mit zusammenfallenden Tangenten — Spitzen — ; x" die ana- 

logen Zahleu für die zweite Curve. '•*) Was ist dann der Grad der wind- 
schiefen Fläche, die der Ort der Geraden ist, welche zwei entsprechende 
Punete jt', t" der beiden Curveu verbindet? Das heisst, wie viele Gerade 
X'x" werden von einer beliebigen Geraden r geschnitten? Eine beliebig 
durch r gelegte Ebene schneidet die erste Curve in >' Puncten r', denen 
ebensoviel Punete r" entsprechen, die im Allgemeinen in t>' verschiedenen 
Ebenen des Büschels (r) liegen. Eine beliebige Ebene durch r schneidet 
umgekehrt die zweite Curve in »" Puncten s", denen >" Punete r' entsprechen, 
die in ebensoviclen Ebenen des zweiten Büschels (r) liegen. Jeder Lage 
der Ebene rr', sieht man also, egtsprechen v' Lagen der Ebene rr", und 
jeder Lage der Ebene rx" in ähnlicher Weise Lagen der Ebeue rr'. 



I) Cayley, a. a. O. 



2) Ist darunter ein p facher Funct, so zahlt dieser für Doppelpunctc. 
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Doch gibt es V-J->" Fülle , dass zwei entsprechende Ebenen rr', rx" zu- 
sammenfallen. Durch r gehen also >'-{->" Ebenen, von denen jede zwei 
entsprechende Puncte beider 'Ciirven verbindet, und es. ist demnach der 
Grad der windschiefen Flache, welche der Ort der Geraden x'x" ist, gleich 
i/ -' r v". — Offenbar verändern »ich der Beweis und die sonstigen Schlüsse 
nicht im Mindesten, wenn man an Stelle der beiden ebenen Curven zwei 
Kaumcurven oder eine Raumcurve und eine ebene Curve annimmt, deren 
Ordnungszahlen bezüglich >' und >" Bind. 

Die Curve (>") trifft die Ebene P* in v" Puncten x" und die Geraden, 
welche diese Puncte mit den entsprechenden Puncteir x' verbinden, sind 
ebeusöviele Generatrixen der Fläche. Da die Ebene /" »" Generatrixen 
enthält, so ist sie für Puncte — einen für jede CJeneratrix — Tangential- 
ebene, und der durch sie erzeugte Schnitt der Fläche besteht aus diesen 
v" Geraden und der Curve (>'). Dieser Schnitt hat 

Doppelpuncte; zieht man hiervon die >" Beriihnmfspuncte ab, so drückt 
der Rest — <»i 

die Ordnung der Doppclcurvc der Fläche aus. Betrachtet man aualog den 
Schnitt der durch P" entsteht, so erhält man die Ordnung der Duppelcurve 
ausgedrückt durch 



Man findet also identisch 



1.2 ^ <r ^ x 1.2 + ^ 
oder, was dasselbe ist: 

Bezeichnen wir nun mit dem Namen Geschlecht einer Curve (V) die Zahl 

(»•-l )(»'-2) , v i 
^ (*t*J. 

so können wir schUesscn : Zwei ebene projectivwctic krumme Pttnctrcihcn sind 
von demselben Geschlecht. 

Da nach den Formeln von Plückku 

(^•-«_ { , + ^.^- ? ,_ (r . +0 

ist, ') wo //' die Classc der Curve (*')> die Zahl ihrer Doppeltangenten, 



>) Diese Gleichung kann auch als eine Folgerung aus dem eben bewiesenen 
Theorem angesehen werden, da xwei reeiproke ebene Cuiren augenscheinlich pro- 
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und t' die der Wendetangenten ist, so ist da» Geschlecht der Curve auch 
ausgedrückt durch , „ 

■ 

Es ist klar, dass zwei ebene Schnitte derselben windschiefen Fläche 
projectivieche Panctreihcn sein müssen , wenn man nur als entsprechende 
Puncte diejenigen annimmt, welche auf derselben Genoratrix liegen, und sie. 
sind also auch Curvcn von demselben Geschlecht. Ist die Fläche vom 
Grade * und hat sie eine Doppelcurve, deren Ordnungszahl S ist. so ist 

das Geschlecht eines, beliebigen ebenen Schnittes gleich -- — 1^ — ^ — d. 

1 . 2 

Ist also eine windschiefe Fläche vom v-ten Grade und vom Gesdilechte 
it, das heisst ist * das Geschlecht eines ebenen Schnittes, so ist die Ord- 

nung der Doppelcurve gleich : -JL ' — jt. Diese Zahl kann nun 

1 • ^ 

nicht kleiner sein als. >— 2, da dieses die Zahl der Puncte ist, in denen die 
Doppelcurve von jeder Generatrix getroffen wird. Wenn die Fläche keine 
Doppelgeraden enthält* durch welche die Ebenen gehen müssen, welche 
zwei verschiedene Generatrixen enthalten, so muss die Ordnung der Doppel- 
curve sogar mindestens 2v— 5 sein, da zwei Generatrixe», die sich schneiden, 
diese Zahl von Doppelpuncten besitzen. 

58. Unter Geschlecht einer üaumeurve wollen wir das Geschlecht irgend 
einer Perspectivcurve verstehen. Es sei nun v die Ordnung der Curve, « 
die Zahl ihrer scheinbaren und wirklichen Doppelpuncte und ß die Zahl der 
stationären Puncte; dann ist die Perspectivcurve ') von der v-ten Ordnung 
und besitzt u Doppelpuncte und ß Spitzen, sie ist also eine Curve vom 

Geachlechte rv-iw*— 2) 

— f 1 ;— -<"+Ä. 

Aus den Formeln Cavlev's hat man nun ? ): 

Dies sind also ebcnsoviele Ausdrücke für das Geschlecht einer Kaurncurvc. 

Da eine Raumcurve und ihre Perspectivcurve offenbar zwei projectivische 
PTinctreihen bilden, so können wir achliessen: Zwei beliebige ebene oder Raum- 
curven, die projectitrisehe Punct reihen- bilden, sind von demselben Geschlecht. :l ) 

Die Eintheilung der ebenen und Ratimcurven und damit auch der Kegel 
und der Developpablcn , sowie der windschiefen Flächen als Reihen von 

I) Das hoisdt ein ebener Schnitt eines Pcrspcctivkcgels der Raumcunre (12). 

3) Hier bedeuten die Zeichen 

ßt P, ol, y, f, r h tH 
dieselben Zahlen, wie sie oben (10, 12) auseinander gesetzt sind. 

3) Clebsch, lieber die Singularitäten algebraischer Cunen (Crclies Journal, 
Bd. 64; 1865). 
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Geraden in Geschlechter, die von Professor Clebscm vorgeschlagen i), ist von 
der höchsten Wichtigkeit. Durch sie näheren uud verknüpfen sich die an- 
scheinend verschiedenartigsten Eigenschaften der geometrischen Formen. 
Demgemäss ist das Maass der Schwierigkeit, welches das Studium einer ein- 
fach unendlichen Reihe von Elementen — Puncten, Geraden, Ebenen — 
darbieten kann, weder die Ordnung noch die Classe,, sondern vielmehr das 
Geschlecht. 2 ) 

59. . Die einfachsten unter den windschiefen Flächen sind die, deren 
Geschlecht Null Lst. Nennen wir v den Grad der. Fläche, so ist die 

Ordnung der Knotcncurve gleich - - g - und es hat also ein beliebiger 

ebener Schnitt der Fläche die grüsste Zahl der Doppclpuncte, die in einer 
ebenen Curve existieren können. Durch einen beliebigen Punct jr des ebenen 

1) Man vgl. auch Schwarz, De superßciebus in planum explicabilibus prinwrum 
geptem ordinum (Crellcs Journal, Bd. 64) und üeber die geradlinigen Flächen 
/ünßen Grade* (ibid. Bd. 67). 

2) Eine ebene Curve ist vom Gcschlcchtc Null, sobald 8+ x = ( v ~ |>^-~ 2 > 

ist, da« heisst, sobald sie die grösste Zahl von Doppelpunctcn besitzt (Einleitung, 
Nr 3ö). In diesem Falle kann man die Puncte der Curve einzeln milteist der 
Curven. eines Büschels (v — l)-tcr Ordnung erhalten. Denn die Doppclpuncte und 
2v— 3 andere beliebig in der Curve fixirte .Puncte bestimmen ein System von 
/„ jw v 2) 

— - — 1 Puncten, das heisst, sie bestimmen (Einleitung, Nr, 41) die 

Bants eines Büschels (v — 1) ter Ordnung. Von diesem schneidet jede Curve dio 
gegebene Curve in einem einzigen neuen Puncte. Die Curve ist in Gemäss der 
Formeln von PlQcker von der Classe 2(v— 1) — x und hat 3(v— 2) — 2* Wende- 

x(x— 1) 

puncte und 2(v— 3)(v— 2— *) — ' Doppeltangenten. Daraus folgt, dass eine 

J . Z 

3Cv _ 2) 

Curve der v-ten Ordnung nicht mehr als Spitzen haben kann. Ci.ebsch, 



Uehtr diejenigen ebenen Curren, deren Coardinaten rationale Functionen 
Parameters tind. (Grelles Journal, Bd. 64; 1S65). 

Da die Curven eines Büschels einzeln den einzelnen Puncten einer Geraden 
entsprechend aufgefasst werden können, so kann man also auch eine Curve vom 
Geschlccbte Null als eine jeder Goraden projectivisebe Punctreihe au (Tassen. Dies 
gilt auch f&r eine Raumcurve, da man für dioso stets ihre Perspectivcurve setzen 
kann. Hieraus ergeben sich viele wichtige Folgerungen. Zum Beispiel, wenn in 
einer Curvo vom Geschlecht 0 zwei Reihen entsprechender Puncte existieren in der 
Art, dass einem beliebigen Puncto der ersten Reihe ß Puncte der zweiten, und 
einem beliebigen Puncte der zweiten ß' Pnncto der ersten Reihe entsprechen , so ' 
ist ß-\-ß' die Zahl von Puncten, in denen je zwei entsprechende zusammenfallen. 
Das heisst auch , um es kurz zu sagen : Gibt es in einer Curce vom Geschlecht 0 
zwei Jteihen von Puncten mit der Beziehung (ß, ß'J, »o ist die Zahl der zu- 
sammenj allenden Punctt gleich ß-\-ß'. Um dieses Theorem zu beweisen, genügt 
es, zu beachten, dass dasselbe für eine gerade Punctreihe richtig ist, die der 
gegebeneu Curve projectivisch ist Catley, Note sur la correspondance de deux 
pointi tur une courbe (Comptes rendus, 12 mars 1S66). 



> 
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Schnittes geht eine Generatrix, welche die Doppelcurve in > — 2 Puncten trifft. 
Von jedem dieser Puncto geht eine neue Generatrix aus. Es «ei r' der Punct, 
in dein dieselbe den ebenen .Schnitt trifl't; dann entsprechen also dem Puncto 
r je v - 2 Puncto V, und ebenso bestimmt der Punct r' andere 2 Puncto, 
von denen einer t ist. In dem ebenen Schnitte also, der eine Curve vom 
Gcschlechte 0 darstellt, existieren zwei lteihen von Punctcn mit der Be- 
ziehung iv — 2, > — 2); es gibt folglich 2(> — 2) vereinigte Puncto, das heisst, 
in der Rauincurve existieren 2(> — 2) Cuspidalpuncte —-'Puncte, in welchen die 
beiden Generatrixen zusammenfallen — oder auch, es gibt 2 p —2) Generatrixen, 
von denen jede durch die unmittelbar folgende Generatrix geschnitten wird. 

60. Wir beschränken uns hier auf den Fall einer windschiefen Fläche 
*-ten Grades, die zwei gerade Direetrixen u, b hat. Es sei k die Curve 
v-ter Ordnung, die man erhält, wenn man die Flache durch eiue beliebig 
fixierte Ebene schneidet, dann ist die Fläche der Ort der Geraden, welche 
auf den drei Direetrixen a, b, k hingleitet. Die Geraden a, b mögen auf 
der Fläche etwa ^-fach und «r-fach sein . dann werden folglich die Puncte 
o, b, in denen sie k treffen, für diese Curve bezüglich flache und a fache 
Puncte sein. Die Geraden, die durch einen Punct r von a gehen und b 
treffen, liegen in einer Ebene: diejenigen, welche r mit den Puncten von k 
verbinden, bilden einen Kegel >-tcr Ordnung, für welchen die Gerade rb eine 
«r-fache Generatrix isL Der Kegel und die Ebene haben noch andere <-« 
Gerade gemein, die ebensoviel Generatrixen der windschiefen Fläche sind, 
die durch x gehen. Es ist folglich /' = " — a. 

.Jede Ebene durch n schneidet k ausser in a noch in <r Puncten, oder * 
auch sie schneidet , die Fläche in a Generatrixen, die, wejl sie b treffen 
müssen, sämmtlich durch denselben Punct gehen. In gleicher Weise schneidet 
jede durch b gelegte Ebene die Fläche in p Generatrixen, die sich in einem 
Puncte von a schneiden. Die Gcucratrixen, welche von dem nämlichen 
Puncte r von a ausgehen, treffen k in p Puncten r, f r',, . . ., die auf einer 
Geraden x liegen, welche durch b geht, so dass die Puncte r von u $jro- 
jectivisch den Geraden .r oder den Gruppen der Puncto r, , die in diesen 
Geraden liegen, entsprechen. Jedem Puncte r von a entsprechen p Puncte 
f, von k, die mit b in gerader Linie liegen, aber dem Puncte a von a ent- 
sprechen p in dem Punct a selbst zusammenfallende Puncte, weil die Ebene 
von k keine Generatrix der Fläche enthält; das heisst, dem Puncte x = a 
entspricht die Gerade c = ba. Den Tangenten der a Zweige von k t die 
sich in b kreuzen, entsprechen die Puncte, in denen a von Generatrixen 
^getroffen wird, die von b ausgehen. 

Haben wir umgekehrt eine ebene Curve k der x-ten Ordnung, die einen 
/'-fachen Punct a und einen «r fachen Punct b hat (p-\-e= v), und eine 
Gorade a, die auf k im Puncte a aufsteht, deren Puncte * projectivisch den 
Geraden x entsprechen, die in der Ebene von /• liegen und in b zusammen- 
laufen, und setzen wir voraus, dass dem Puncto r = o die Gerade x = ba 
entspricht, was ist dann der Ort der Geraden jrr, , welche die Puncte 
von a mit den Puncten verbinden, in welchen k von den entsprechenden 
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Geraden x geschnitten wird? Man nehme eine beliebige Gerade t als Axe 
eines Büschels von Ebenen, die durch flie verschiedenen Puncte t von a 
gehen. Dieses Büschel und das Büschel der entsprechenden Geraden c sind 
projectivisch und erzengen daher durch die Durchschnitte der entsprechenden 
Strahlen einen Kegelschnitt, der durch a und b geht, ulso k in noch wei- 
tern 2v— />— <r=f Puncten jr, schneidet. Verbindet man T, mit demjenigen 
Puncte r von a, welcher dem Strahle x = br, entspricht, so erhält man 
eine Gerade, die in der Ebene tx liegt. Die gesuchte Fläche ist also vom 
v-ten Grade. Jede Ebene durch a schneidet k in a und in arideren <t Punc- 
ten t, , denen der Keihe nach der Punct a und andere o Puncte x von a 
entsprechen; die beiden Punctreihen sind projectivisch und zwei entsprechende 
Puncte fallen zusammen ; die Geraden xXi schneiden sich daher sämmtlich in 
einem festen Puncte g der Ebene. Geht die Ebene durch ab, so füllt der 
Punct 8 mit b zusammen und folglich hat die Flüche ausser a noch eine 
andere geradlinige Directrix, die »-fach ist und durch den Punct b geht. 

Wir wollen jetzt annehmen, die Gerade b rücke der Geraden a un- 
endlich nahe, also auch der Punct b dem Puncte a. Nehmen wir p nicht 
kleiner als <r, so gibt es unter den p Zweigen von /.', die sich in a kreuzen, 
«r, die auch durch b gehen und die also von der Geraden ab berührt wer- 
den. l ) In diesem Falle entsprechen die Puncte j von er denjenigen Geraden x 
projectivisch, die in der Ebene von k durch a gezogen sind; der Punct a 
entspricht der Geraden ab, und die Fläche ist auch der Ort der Geraden, 
die von dem Puncte t nach den Puncten .t, gehen, in denen k von den 
entsprechenden Geraden x getroffen wird. Jede Ebene durch a enthält a 
Generatrixen, die in einen Punct der Directrix a zusammenlaufen, die für 
die Fläche eine /» fache Gerade ist. Es folgt hieraus, dass durch einen be- 
liebigen Punct von a eiue Zahl von p—o Generatrixen geht, die sämmtlich 
mit <i zusammenfallen, und in jedem der p — o Puncte von a, welche den 
Tangenten an die Zweige von k entsprechen, die nicht von ab berührt wer- 
den, fallen p — o-\-\ Generatrixen mit a zusammen. 

Umgekehrt: Gegeben eine ebene Curve k von der Ordnung > = p+a 
die einen /'I f fachen Punct a hat, ferner gegebeu eine Gerade ö, deren 
Puncte t eine projectivische Punctreihe in Bezug auf das Büschel von 
Geraden x bilden, die in der Ebene von k durch a gehen, in der Art, dass 
dem Puncte x = a die Gerade ab entspricht, die o Zweige von k in « be- 
rührt und in diesem Puncte p-\-o gemeinschaftliche Puncte mit der Curve 
hat, dann ist der Ort der Geraden TT, , welche die Puncte von a mit den 
Puncten verbinden, in denen k von den entsprechenden Strahlen x getroffen 

l) Mao hat. so einen vielfachen Punct a, durch den p Zweigo der Curve gehen, 
der aber für 

pj_p-l) o(<r-l) 
1.2 + 12 

Doppelpuncte gilt, da er durch das Zusammenfallen eines /»-fachen und eines 
<x- fachen Punctes enUtcht. Cayley nennt ihn einen p{-\-o)- fachen Punct, uro ihn 
von einem (/>-(-<r)-Ja«ben Puncto zu unterscheiden. 
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wird, eine Fläche des v-ten Grades. Denn zieht man eine beliebige Trans- 
versale t, so erhält man wie im allgemeinen Falle einen Kegelschnitt, der durch 
a gebt und dort ab berührt, also k nur noch in anderen * Puncten jt trifft. ') 

In beiden Fällen, mögen die Directrixen a, b verschieden sein oder 
zusammenfallen, ist die windschiefe Fläche vom Geschlecht 

( >-VHv- '2) pip-V) <*r-l) , 1W „ 
T2~ ~ T.2" "~ ~f2~~ = </ , - , >("- 1 )- 
Diese Zahl kann sich aber noch erniedrigen, wenn die Curve k andere viel- 
fache Puncte und folglich die Fläche vielfache Generatrixen besitzt. 

Macht man v=-3, also p — '2,a=l, so hat man das einfachste Bei- 
spiel der eben betrachteten Flächen. Die windschiefe Fläche dritten Grades 
hat im Allgemeinen zwei geradlinige Directrixen, von denen eine eine Doppel- 
gerade ist. Beide Directrixen können aber auch in eine einzige Gerade zu- 
sammenfallen. 2 ) 



•) Catley, Second memoir on skete tnrfacet olhcrunte tcrolU. (Philosophie*! 
Traneactions, 1864; p 559). 

2) Man sehe des Verfassers Abhandlangen : Sülle aupcrficU gobbe del teri" or« 
dine. (Atti del R. Istituto Lombardo. Milaoo 1861). — Sur lea surjaces gauchea 
du trouitme dtgre. (Crellea Journal, Bd. CO; 1861). — Itappretcntazione della 
tuperficie di Sleiner e delle tuperficie gobbe di 3" grado snpra un piano (Rendi- 
conti del R. Ist. Lomb. Milano, gennajo 1867). — Happresenlazione di una claste 
di superßeie gobbe sopra un piano, etc. (Annali di Mateinatica, 2* Serie, T. 1°, 
Milano 1868). Man vergleiche auch die Philosophical Transactions 1863; p. 241. 

Wenn eine nicht windschiefe Flache v-ter Ordnung eine Gerade r enthalt, so 
berührt im Allgemeinen jede Ebene, dio ganz beliebig durch r gelegt ist, die 
Flache in v — 1 verschiedenen Puncten. Es sind dies die Durchschnittspuncte von 
r mit derjenigen Curve, welche mit r zusammen den vollständigen Durchschnitt 
der Flache und der Ebene bildet. Dreht man die Ebene r, so erzeugen die v — 1 
Berübrungspuncte eine Involution (v — 1) ten Grades, deren Doppelpuncte offenbar 
parabolische Puncte der Flache sind, da dio Tangentialebene in jedem derselben 
die Flache in zwei unmittelbar folgonden Puncten berührt. Ilaben zwei nicht 
geradlinige Flächen von den Ordnungen t>, v' eine Gerade r gemein, so haben wir 
auf dieser zwei projectivische Involutionen, wenn man die Puncto als entsprechende 
ansieht, in denen die beiden Flächen von derselben Ebene berührt werden. Beide 
Involutionen haben (Einleitung, Nr. 24, b) v-f-v' gemeinschaftliche Puncte, das 
heisst, beide Flachen berühren sich in v-j-v' Puncten von r und schneiden eich 
folglich in einer Curve, welche r in diesen v-J-v' Puncten trifft. Wenden wir 
dieses Resultat auf eine nicht geradlinige Flache v-ter Ordnung an, die durch v 
Generatrixen desselben Systems eines Hyperboloids gehen, so findet man, dasa der 
Überbleibende Schnitt dieser beiden Flachen eine Curve v-ter Ordnung ist, die mit 
jeder der v Generatrixen v Puncte gemein hat. Die Flache schneidet also das 
Hyperboloid ausserdem noch in v Generatrixen des andern Systems. Diesen 8ate 
verdankt man Moutakd (Man sehe Poxcki.et, ProprU'te* prtg'ectitea des figure», 
de la 2' edition, Paris 1865 ; p. 418). 
Reciprok gilt dasselbe Theorem für eine nicht geradlinige Flache v-ter Classe. 
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POLARFLÄCHEN IN BEZUG AUF EINE FLÄCHE 
BELIEBIGER ORDNUNG. 

61. Es sei eine beliebige Oberfläche (Fundamentalfläelte) F v der v-ten 
Ordnung gegeben, und es sei 0 ein beliebiger im Räume fixierter Punct. 
Läast man nun um 0 eine Transversale rotieren, die iu einer beliebigen 
Lage F v in v Puncten a, , a,, a,, . . . , a v trifft, so ist der Ort der harmo- 
nischen Mittelpuncte p-ten Grades des Systems a,,o, ...Oy in Bezug auf 
den Pol 0 eine Fläche p-ter Ordnung, da sie auf jeder durch 0 gezogenen 
Transversale p Puncto besitzt. Eine solche Fläche nennt man die {»—p)-te 
Polarfläche des Punctcs 0 in Bezug auf die Fundamentalfläche Fy. 

Oder lässt man um 0 eine Transversalebene rotieren, die in einer ge- 
wissen Lage F y in einer Curve Cy der v-ten Ordnung schneidet, so ist die 
(v — p)-te Polare von 0 in Bezug auf t> eine andere Curve p-ter Ordnung, 
und der Ort dieser Curve ist -eine Fläche p-ter Ordnung: die (*— /»)-te Polar- 
fläche von 0 in Bezug auf Fy. 2 ) • 

Auf diese Weise entspricht dem Puncte 0 eine Zahl von 1 Polar- 
flächen in Bezug auf die gegebene Fläche. Die erste Polarfläche ist von der 
(f — l)-ten Ordnung, die zweite Polarfläche von der (*— 2)-ten Ordnung, . . . f 
die vorletzte Polarfläche ist eine Oberfläche zweiter Ordnung (Quadripolar- 
fläche), die letzte oder (>— l)-te Polarfläche endlich ist eine Ebene (Polarebme). 

• 

l) Gbassmans, Theorie der Centralen (Crelles Journal, Bd. 24. 1842; S. 272). 
— Einleitung, Nr. 68. 

») üt F y ein Kegel, und der Pol ein rom Scheitel verschiedener Punct, so 
sieht man sogleich, wenn man durch den Scheitel und den Pol eine Tr»uever»«l- 
ebene legt, dass jede beliebige Polarfl&che wieder eio Kegel ist mit demselben 
Scheitel als der gegebene (4). 
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62. Au» dem bekannten Theoreme: ') „Ist ra ein harmonischer Miltel- 
„punet /j-ten Grades tur das System a,ai . . in Bezug auf den Pol ö, so 
„ist umgekehrt o ein harmonischer Mittelpunet. (v—/>)ten Grades desselben 
„Systems a f a t . . a v in Bezug auf m als Pol" folgt: 

Ist m ein Punct der (>—f>)-tai Pvlarflärhc von o, so ist umgekehrt o auf 
der pten Polarfläche von ra gelegen. , 
Oder auch: 

Der Ort eines Poles, dessen p-te Polarfläche durdi einen gegebenen Punct 
0 geht, ist die (> -p)-te Polarfläche von 0. 

So ist «um Beispiel die erste Polarfläche von o der Ort der Puncte, 
deren Polarebcncn durch o gehen ; die zweite Polarfläche von o ist der Ort der 
Puncte, deren Quadripolarflächen durch o gehen ; u. s. w. Umgekehrt ist 
die Polarebene von o der Ort der Puncte, deren erste Polarflächen durch o 
gehen; die Quadripolarflüche von o ist der Ort der Puncte, deren zweite 
Polarflächen durch o gehen ; u. s. w. 

63. Aus dem bekannten Satze: 2 ) „Sind m^m,, . ., m,, die harmo- 
nischen Mittelpuncte />-ten Grades des Systems Oi, o 2 . . . Oy in Bezug auf 
„o als Pol, so haben die beiden Systeme a,a a . . a» und mim, . . . ntp in Be- 
„zug auf den nämlichen Pol dieselben harmonischen Mittelpuncte «r-ten Grades, 
<r<7', a folgt: 

Ein beliebiger Pol hnt dieselbe Polarfläche in Bezug auf die gegebene 
Fläche und in Bezug auf jede Polarfläche höherer Ordnung für denselben Pol. 
als Fundamcntatflächc angesehen. 

Oder mit anderen Worten : 

Für einen gegebenen Pol fällt die a-te Polarfläche in Bezug auf die 
<r-U Polarfläche mit der )-/«» Polarfläche in Bezug auf die Funda- 

mentalfläche zusammen- 

So fällt zum Beispiel die Polarebene von o in Bezug auf F v zusammen 
mit der Pelarebene in Bezug auf die (>— 2)-te, (v— 3)-te, (v— 4)-te . . . Polar- 
fläche desselben Poles ; . . . ; die zweite Polarfläche von o in Bezug auf 
F v ist die erste Polarfläche von o in B*ezug auf die erste Polarfläche des- 
selben Punctes; u. s. w. 

■ 

64. Wenn der Pol o auf der Fundamentalfläche liegt, so dass er also 
den Platz einer der v Diirchschnittspuncte o,,a 2 , . . . , d v (61) vertritt, so 
fällt der harmonische Mittelpunet ersten Grades mit o zusammen. Ist aber 
die Transversale Tangente von F v in o, so sind zwei Puncte o ( , o», . . . , 
Oy in o \%reinigt, und weil in diesem Falle der harmonische Mittelpunet 
ersten Grades unbestimmt wird, so kann man in diesem Falle jeden Punct 



•) Eiideitnnp, Nr. 12- 
2) Einleitung, Nr. 13. 
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der Transversale als solchen betrachten. ') Nun ist der Ort der Tangenten 
von F v in o eine Ebene, so lange wenigstens o kein vielfacher Punct ist; 
folglich gilt der Satz : 

Die Folarcbene eines Fundes der Fundammtalfläche ist du Tangential- 
ebene der Fläche in diesem Funde. 

65. Wenn der Pol nicht auf F v liegt, aber die Transversale Tangente 
dieser Fläche ist, so fallen zwei von den Piinctcn o,,o„ a v in den 
Berühningspunct zusammen; dieser ist also einer der harmonischen Mittel- 
puncto des (f— l)-ten Grades, •) also ein Punct der ersten Polarfläehe. Man 
hat folglich den Satz : 

Die erste Polarfläche eines beliebigen Punctes o schneidet die Fund<i- 
mentalfläche in der lieriihrungscurve zwischen dieser Fläche und dem umge- 
schriebenen Kegel, dessen Scheitel o ist. 

Die erste Polarflache ist von der (v — l)-ten Ordnung, sie schneidet also 
F v in einer Curve >(v— l)-ter Ordnung. Diese Zahl drückt also auch die 
Ordnung des umgeschriebenen Kegels aus. 3 ) 

66. Die Classe von F v ist die Zahl der Tangentialebenen, die man an 
diese Fläche durch eine beliebige Gerade oo' legen kann, das heisst die 
Zahl von Kbenen, die durch 0 gehen und den umgeschriebenen Kegel 
vom Scheitel 0 berühren. Mit anderen Worten, die Classe von F» ist die 
Classe eines beliebigen umgeschriebenen Kegels, der seinen Scheitel in einem 
beliebigen Puncte des Raumes hat. 

Die Berührungspuncte der Tangentialebenen, die durch die Puncte 0, 0' 
gehen, liegen in den ersten Polarflächen dieser beiden Pole. Da diese beiden 
Polarrlächen und die Fläche F v drei Flächen (v — l)-ter, (-> — l)-ter, Mer 
Ordnung sind, so haben sie v' K v — 1)* gemeinschaftliche Durchschnittspuucte. 
Folglich hat man den Satz : *) 

Eine Fläche >-ter Ordnung ist im Allgemeinen von der y(v — \)'-ten Classe. 

67. Osculiert eine Gerade, dio durch den Pol 0 gezogen ist, die Fläche 
in m, so ist dieselbe Gerade auch in m Tangente der ersten Polarfliiche 
von 0. und auch die zweite Polarfläche dieses Punctes geht durch m. b ) 
Umgekehrt ist klar, wenn m ein gemeinschaftlicher Punct zwischen F v und 
der ersten und zweiten Polarfliiche von 0 ist, dass dann die Gerade dm die 
Fläche F v in in osculiert. Die Zahl der Geraden, die sich von 0 an F„ so 
ziehen lassen, das* sie diese Fläche osculieren, ist daher so gross als die 



1) Einleitung, Nr. 17, 70. 

2) Einleitung, Nr. 16. 

:| ) Monoe, Application de, Fanaly*?. h In geometrie, § 3. Man vergleiche auch 
Correspondanee »ur rrcole polytechuit/ue. T. 1. ISOfi; p. 108. 

PojicKLKT, Mimoire tur la theorie generale des polaires re'ciproquet (Grelles 
Journal, Bd. 4; S. 30). 

5) Einleitung, >'r. SO. 
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Zahl der Puncte, welche F v und die erste und «weite Polarfläche von o ge- 
mein haben, das heisst gleich >{v— 1)0 — 2). Diese Geraden sind offenbar 
stationäre Generatrixen des umgeschriebenen Kegels. 

Da wir jetzt wissen, dass der umgeschriebene Kegel von der Ordnung 
1) ist, von der Classe v[y — 1)* und dass er \>{y— l)(v — 2) stationäre 
Generatrixen hat, so können wir unter Anwendung der Formeln von" 
Plueckeb (3) scbliessen, dass derselbe ausserdem 

2)0-3) Doppelgeneratrixen, 
|v(y— 1)0— 2)(v*~v l -f- v~ 12) Bitangentialebenen und 
4*0— 1) (* — 2) stationäre Tangentialebenen 
besitzt. Wir haben daher den Satz : 

Durch einen beliebigen Punct o kann man an eine Oberfläche t\ 

„(* -1)0-2) 

Osculierende legen, ferner 

1*0-1)0-2) 0-3) 
Bitangenten (Tangenten in zwei verschiedenen Puncten) 

1*0-1)0— 2)0 3 - **+»'— 12) 
Bitangentialebenen (in zwei verschiedenen Puncten) und 

4*0 — 1)0-2) 

stationäre Tangentialebenen (die in zwei unmittelbar folgenden Pnncten be- 
rühren). 

68. Die parabolischen Puncte bilden auf F v eine gewisse Curve, die 
parabolische Cum«, die von der ersten Polarflüchc des Punctes o in den 
Puncten geschnitten wird, in denen F v von den stationären Ebenen berührt 
wird, die durch o gehen. Aus der Zahl dieser Ebenen folgt, dass die 
parabolische Curve von der ersten Polarfläclie von o in 4 v{y — 1) 0 2 ) 
Puncten getroffen wird. Also gilt der Satz : . 

Die parabolische Curve ist von der 4"0 — 2)-<en Ordnung. 
Ebenso schliesst man aus der Zahl der Bitangentialebenen : 
Die Curve, welche de» Ort der^Berührungspuncie zwischen F v und ihren 
Bitangentialebenen darstellt, ist von der Ordnung 

„O_2)0»_v*+>-12). 
Aus denselben oben betrachteten Zahlen folgert man ferner : 
Die stationären Ebenen von F v haben eine Deteloppable von der Classe 

4*0-1)0-2), 

und die Bitangentialebenen haften eine andere Dtveloppahle von der Classe 

i„(y_l) 0-2)0*- *M-><-12) 

69. Liegt der Pol o auf der FundamentalHächc F v< so fällt für jede 
beliebige Lage der Transversale einer der Puncte a,,a t , . .., a v mit o zu- 
sammen, und folglich ist p ein harmonischer Mittelpunct jedes Grades des 



•v 
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System« ai o? . . . a» in Bezug auf deu Pol o. Folglich gehen alle Polar- 
flächen von o durch diesen Punct. 

Ist die durch o gezogene Transversale in diesem Puncto Tangente von 
Fy f so fallen von den Puncten 01, 02,..., a v zwei mit 0 zusammen, dieser Punct 
vertritt also zwei harmonische Puncte jedes beliebigen Grades. l ) Jede 
Tangente in 0 an b\ ist daher in demselben Puncte auch Tangente aller 
Ptrtaren " von 0. 

Ist die durch 0 gezogene Transversale eine der beiden Okulierenden 
von F Vt so fallen ausserdem drei harmonische Mittelpuncte auf 0, und wir 
erhalten folglich den Satz: 

Liegt der Pol auf der Fundamental fläche, so hat diese mit sämmtlichen 
Folarflüchen in diesem Puncte die Tangentialebenen und die Osculierenden ge- 
mein. 2 ) 

Daraus folgt, dass die beiden Osculierenden von F v in 0 die Genera- 
trixen der Quadripolarfläche von 0 sind, die sich in diesem Puncte kreuzen. 
Wenn 0 ein parabolischer Punct ist, so fallen die beiden Generali ixen zu- 
sammen, und man hat daher den Satz : 

Die Quadripolarfläche eines parabolischen Puncte« ist ein Kegel, der die 
entsprechende Wendeebene berührt, und die Berü/irungtgeneratrix ist die Gerade, 
die in diesem Puncte die Fundamentalfläche osculiert. 

Man sieht ausserdem, dass ein parabolischer Punct der Fundamental- 
fläclie diese Eigenschaft, ein parabolischer Punct zu sein, auch für alle 
Polartlächen dessulben Puuctes behält. 

70. Fällt auf einer Transversale der Pol 0 mit einem der Puncte ai, 
02, • • • , Oy «um Beispiel mit at zusammen, so sind die harmonischen Mittel- 
puncte des (v — l)-ten Grades des Systems in Bezug auf obengenannten Pol 
der Punct ai und die harmonischen Mittelpuncte des niederen Systems aj, 
03,..-, Ov in Bezug auf denselben Pol. 3 ) Daraus folgt, dass die erste 
Polarfläche, sobald der Pol 0 auf der Fundamentalfiäche liegt, der Ort der 
harmonischen Mittelpuncte des (* — 2)-ten Grades des Systems der v — 1 
Puncte ist, in denen F v ausser in 0 von einer beliebig durch 0 gelegten 
Transversale geschnitten wird, und analog ist die />-te Polarlläche von 0 
der Ort der harmonischen Mittelpuncte (* — />— l)-ten Grades für das System 
der obengenannten »— 2 Puncte. 

Die Geraden, die sich von 0 so ziehen lassen, dass sie F v auderswo 
berühren, bilden einen Kegel der \v{y -1)— 2j-ten Ordnung; denn eine be- 

1) Einleitung, Nr. 17. 

2) Aus demselben Satze über die harmonischen Mittelpuncte {Eiiüeitung, Nr. 17) 
erhalt man den Satz: Wenn eine Gerade mit der Fundament alflilcltt einen ;i-pun- 
eligen Contact hat, so hat sie eine ebenso hohe Berührung in demselben Puncte 
mit jeder Polarfläche des Berührungtpwictcs. 

3) Einleitung, Nr. 17. 

Cbi mom ». Ob.rflüclicn 5 
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liebig durch tr gelegte Ebene schneidet F v in einer Curve v -ter Ordnung, 
an die sich von o aus genau v{y -1) — 2 Tangenten legen lassen ausser der 
Tangente durch a. Das will sagen, das« der umgeschriebene Kegel, der im 
Allgemeinen von der v{y — l)-tcn Ordnung ist, wenn der Scheitel o auf die 
Fläche selbst fällt, sich in die zweimal gezählte Tangentialebene von F, in 
o und in einen wirklichen Kegel | »{v — 1) — 2| ter Ordnung auflöst. Dieser 
Kegel ist die Enveloppe der Ebenen, welche F„ in den Puncten berühren, 
in welchen sich F v und die erste Polarfläche von o schneiden. Diese beiden 
Flächen berühren sich aber in 0 und haben dort dieselben Osculierenden, 
folglich hat die Durchschnittscurve von F v mit den ersten Polartlächcn von 
0, das beisst die Berührungscurvc zwischen F v und dem umgeschriebenen 
Kegel vom Scheitel o zwei Zweige, die sich in c kreuzen, und dort von 
der Geraden berührt werden, welche in demselbeu Puncte F» okulieren. 

Es folgt weiter, das» die Tangentialebene von F v in o auch den um- 
geschriebenen Kegel längs der beiden Osculierenden berührt, wie wir es 
schon anderweitig (.33) gefunden haben. Die' Ebene und der Kegel haben 
ausserdem noch — 1) — 2— 2 . 2 = (y— 3) ("+2) Gerade gemein, und folg- 
lich hat man den Satz : 

« Unter den Geraden, die F v in o berühren, gibt es (p — 3)(*-f2), die 
F v auch anderweitig berühren. 

Berühren sich drei Flächen in einem Puncte und haben sie in ihm die- 
selben Osculierenden, so ist dieser Punct sechs zusammenfallenden Durch- 
schnittspuneten äquivalent. ') Die Fundamentalfläche und die erste und 
zweite Polarfläche von o haben daher ausser diesem Puncte nur noch 
(v — l)(v_2)-6 gemeinschaftliche Dnrchschnittsjumcte; das heisst: 

Durch o gehen (v— 3)(v*4-2) Gerade, die F» andtrsiro osculieren. 

Der uingeschriebenc Kegel mit dem Scheitel o hat nach den Formeln 
von Pi.ueckkr (3), da seine Ordnnngszahl gleich (^-r-l) ("— 2), seine Ciasse 
gleich v{v — \y ist, und da er (»— 3)(>'-}"2) Cuspidalgeneratrixen hat, 
i(v — 3)(v — 4)(v*-f v—2) Doppelgeneratrixen, 
4v(k — l)(tr_g) Wcndcebcncn, und 

2)(* 3 -»< , - r -«'— 12) Bitangcntialebenen 
ausser der Ebene, welche F v in o berührt. 

Diese ZaJden gehen an , wieviel Gerade man durch o legen kann , so 
dass sie F v anderweitig in zwei verschiuhnen Puncten berühren; wieviele 
Wendeebenen und wieviele Tangentialebenen durch o gehen. 

71. Hat F v einen <r- fachen Punct b, und man nimmt diesen als Pol. so 
. schneidet eine beliebig durch ö gelegte Transversale die Fläche in diesem 
Puncte in <* zusammenfallenden Puncten; <* harmonische Mittclpunctc jedes 



1) Dies ist klar, weun man einer der drei Flächen die Tangentialebene sub- 
stituiert. 
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beliebigen Grades fallen auf b, und dieser Punct ist folglich für jede Polar- 
tläche dieses Punctes ein «r-facher Punct. «) Daraus folgt: 

Die (v—tr)-te Polarfläche von b ist ein Kegel a-ler Ordnung mit dem 
Scheitel in b, und die PolarjUichen niederer Ordnung desselben Punctes werden 
unbestimmt. 

Ziehen wir durch b eine Transversale, dio in ihm mit F v einen (<*-}-l)- 
punetigen Contact hat, so sind die harmonischen Mittclpuncte doH <Men 
Grades unbestimmt, woraus folgt, dass die Transversale vollständig auf der 
(>— <r)-ten Polarrläche liegt. Hat aber die Transversale in b einen (o\-2\- 
punetigen Contact mit F v , so sind die harmonischen Mittclpuncte sowohl 
des o ten als (ff-|-l)-ten Grades unbestimmt, und die Gerade liegt daher so- 
wohl auf der (y — <r)-ten als der (v — a~ l)-teu Polarrläche des Punctes b. 

Von dieser letzten Art gibt es <r(<H-l) Transversalen oder auch, die 
beiden vorgenannten Polarflächen schneiden sich in <r(*-{-l) Geraden. Denn 
ist p ein beiden Polartiächen gemeinsamer Punct, der aber von b verschieden 
ist, so liegt die Gerade pb nicht blos in der (y — <x)-ten Polarrläche, da diese 
ein Kegel mit dem Scheitel b ist, sondern auch in der (v — a — l)-ten Polar- 
rläche, da sie mit ihr <r+2 Puncte gemein hat. 2 ) Wir haben also den Satz: 

Sobald eine Fundamcntalßkhe v-ter Ordnung iinen o-fachen Punct hat, 
so ist der Ort der Geraden, die in Htm mit der Fläche einen (<r+\)-punctiijm 
Contact haben, ein Kegel a-tcr Ordnung, die {v—o)-te Pnlarßachc dieses 
Punctes. £!v gibt nun tr[ff-\-l) Gerade, die dort mit der Flüche <7+ 2 gemein- 
schaßliche zusammenfallende Puncte haben. Dieselben bilden den Durchschnitt des 
obengenannten Kegels mit der (v—a—\)-tcn Polarflikhc des Punctes. 

Ist umgekehrt die (v-<r)-te Polarrläche eines Punctes b ein Kegel von 
der «r-ten Ordnung mit dem Scheitel in b, so ist der Punct b für die Fnnda- 
mentalfläche ein <r-facher Punct. Denn zieht man durch b eine beliebige 
Transversale, so findet man, dass die harmonischen Mittelpitncte «r-ten Grades 
ßämmtlich in b vereinigt sind, was nur dann -geschehen kann, wenn im Pole 
<r Puncto des Systems ai a-i . . a v zusammenfallen. 3 ) 

Wenn die (v— <r-f-l)-tc und folglich auch jede andere Polarflächo nie- 
derer Ordnung eines Poles b unbestimmt ist, so ist die (> — <r)-te Polarrläche 
ein Kegel mit dem Scheitel b. Zieht man nämlich durch b eine Transver- 
sale, so ist jeder Punct derselben ein harmonischer Mittelpunct des (ff- l)-ten 
Grades, was nicht eintreten kann, wenn nicht in balle harmonischen Mittel 
puncte er ten Grades zusammenfallen. 

72. Wenn von den Puncten Oi,os, . . ., a» <* auf den Punct b fallen, 
und die übrigbleibenden durch ai, 02, . • • , *v-o hezeichnet werden, so ist 

t) Einleitung, Nr. 17, 72. 

*) Von diesen sind <r4-l im Puncte b rereinigt, weil jedo Generatrix des 
Kegels in b mit F v einen (<r-f-l)-punctigen Contact hat, und also auch mit jeder 
PolarflÄcho Ton b (69). 

:») Einleitung, Nr 17 

b* 
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bekannt, l ) dass die harmonischen Mittelpuncte des (/>— <r)-tcn GrAdes {p>c) 
des Systems aia-j . . d v —a i" Bezug auf den Pul b mit dem <r mal genom- 
menen Punct b zusammen die harmonischen Mittelpuncte />-ten Ciradcs Hil- 
das vollständige System am* . . . in Bezug auf denselben Pol bilden. 
Folglich hat man den Satz: 

Die (x ~p)-te Polurflikhe den o fachen Punrtes 5 ist der Ort der har- 
monischen Mittelpuncte des (p—o)ten Grade* der v-a Puncle, in denen 
F v von einer beliebigen Transversale grschnitten trird, die durch b gezogen ist. 

73. Ist b ein vielfacher Punct von F >f und o ein beliebiger Pol, so 
fallen, wenn man die Transversale ob zieht, mindestens zwei von den Puncten 
0,1,02,..., Oy i« den Punct b zusammen, und b vortritt folglich mindestens ' 
einen harmonischen Mittelpnnct des (v - l)tcu Grades. Das heisst aber: 

Die erste Polarßilchc eines beliebigen Poles geht durch die vielfachen 
PuHde und folglich auch durcJi die vielfachen Ctirven der Fundamental- 
flache. 

Es folgt daraus, dass, sobald F u der Complex von zwei oder mehreren 
Flächen ist, die erste Polarfläche jedes beliebigen Poles durch die Cnrven 
hindurchgeht, längs deren sieh die Componentenflächen zu zwei und zwei 
schneiden. 

Wir wollen jetzt als speciellen Fall voraussetzen, F v sei aus einem 
Kegel <Mer Ordnung und aus einer anderen Fläche F v — a zusammengesetzt, 
und der Pol sei der Scheitel o des Kegels. Dann enthält jede Gencratrix 
dieses letzteren als Transversale betrachtet eine unbegrenzte Zahl von Puncten 
"ii 02, • . ■ , a> und folglich auch unendlich viele harmonische Mittelpuncte 
eines beliebigen Grades. Die (v— />)-te Folai fläche des Punctes o ist folg- 
lich (72) aus dem vorgenannten Kegel und der {?— p) ten Polarfläche von 
o in Bezug auf F u — C als Fundamentalfläche betrachtet zusammengesetzt 
Ist o=\, so wird der KegeL eine Ebene, und der Satz gilt für jaden be- 
liebigen Punct o dieser Ebene. 

74. Die Polarflächcn derselben (v — p)-ten Ordnung eines festen Poles o 
in Bezug auf die Flächen eines Wiechel* > ter Ordnung als Fundamentid- 
fläcJten angesciien bilden ein zweites, dem gegebenen projectivisches Büschel. 

Denn eine beliebig durch o gelegte Transversale schneidet die Funda- 
mcntalflächc in Gruppen von w Puncten in Involution (41); und die har- 
monischen Mittelpuncte p-ten Grades dieser Gruppen in Bezug auf den Pol 
9 bilden eine neue Involution, die der ersten projectivisch ist. 2 ) Aber die 
harmonischen Mittelpuncte sind die Durchschnitte der Transversale mit den 
entsprechenden Polarflächcn, und folglich geht durch einen beliebigen Punct 
des Raumes nur eine einzige Polarfläche oder, was dasselbe ist, die Polar- 
flächen bilden ein Büschel u. s. w. 



1) Einleitung, Nr. 17. 
Einleitung, Nr. 23 
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Die>es Theorom liisst «ich leicht verallgemeineren. Zu diesem Zwecke 

(Uhren wir don Hegriff ein : Lineares gerade« Punetsystem ß-ler Stufe und 

vteu Grade«, indem wir darunter die /i-fach unendliche Reihe der Gruppen 

von je t> Puncten verstehen, welche v — p. gemeinschaftlichen Bedingungen 

in der Art geniigen, das*, wenn ß Puncto auf der Geraden beliebig 

angenommen sind, sich mit denselben nur eine einzige Gruppe der Reihe 

bilden lässt (42). Kür ß = 1 erhält man die Involution >-ten Grades. 

Zwei lineare Punctsysteme derselben Stufe auf derselben oder auf zwei 
verschiedenen Geraden heissen projecliciscJt , wenn die Gruppen des einen 
den Gruppen des andern eindeutig entsprechen, uud wenn den Gruppen des 
ersten System», die ein niederes System (ß-ß')-tet Stufe bilden, im zweiten 
Systeme ebenfalls Gruppen dieses zweitcu Systems entsprechen, welche ein 
niederes System derselben (ß /■*')• ten Stufe bilden (44). 

Aus dieser Definition ') folgt unmittelbar: 

Die harmom 'sehen Afittelpunctc p-ttn Grades der Gruppen eines gegebenen 
linearen Punelsystems ß-ter Stufe und »den Grades in Bezug auf einen be- 
liebigen Pol, der auf der gegebenen Gereulen gewä/dt ist, bilden ein neues 
lineares Punctsystem ß-tcr Stufe und p-ten Grcules, das dem gegebenen projec- 
tiviseh ist. 

Es ist ausserdem klar, dass die Puncte, in teekhen die Oberflächen *-ter 
Ordnung eines linearen Flächensystems ß-tcr Stufe (42) von einer beliebigen 
Transversale geschnitten icerdcn, ein lineares Punctsystem ß-ter Stufe und v-ten 
Grades bilden ; und da*s umgekehrt, wenn die Oberflächen derselben Ord- 
nung einer /i-fach unendlichen Reihe von einer beliebigen Geraden in den 
Punctgruppen eines linearen Systems geschnitten werden, diese Flächen eben- 
falls ein lineares Fliichensystcm bilden. 

Es sei jetzt ein lineares Fläehensystem ß iev Stufe und v ter Ordnung 
gegeben, und es sei o ein beliebig im Räume fixierter Punct. Zieht man 
durch o eine beliebige Transversale, so schneidet sie die Fläche in Punct- 
gruppen eines linearen System», uud die harmonischen Mittelpunctc pten 
Grades der Gruppen dieses Systems in Hezug auf o als Pol, bilden ein iicius 
lineares System, das dem ersten projectivisch ist. Folglich haben wir : 2 ) 

Die Polarfleichen derselben Ordnung eines festen Poles in Bezug auf die 
Flächen eines linearen Systems bilden selbst ein lineares System, das dem ge- 
gebenen pi'ojectirisch ist. 

75. Wie viel Flüchen gibt es in einem linearen Systeme /<-ter Stufe 
und f-ter Ordnung, die mit einer gegebenen Geraden einen (."+1) punetigen 
Contact haben? 

I) Bs ist wohl überflüssig, zu bemerken, d*»s ganz analoge Definitionen sich 
für lineare Curvensysteme geben lassen, die Bäramtlich in ein und derselben Ebene 
gezeichnet sind. 

2| Man vergleiche : Bobu.mkr, Keeherehes sur lei lois ginirale* qui reyissent 
les lignt* et Us surfaces algebriquu. (Annales de Gergoune. T. 18; 1S27— 
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Eine beliebige von diesen Flächen schneidet die Gerade in v Puncten, 
von denen wir durch x\ , Xt , .ts, ty+i bezeichnen wollen. Diese 

A+l Puncte sind so beschaffen, dass wenn fi von ihnen beliebig angenom- 
men werden, der Uberbleibende v—ß mögliche Lagen haben kann. Daraus 
folgt, dass auf der Geraden (j*-\-l)(>—fi)-mal die Puncte Ti,T2,. . . , Xß+\ zu- 
sammenfallen werden, l ) und es ist also (ji-\-\)(v - ;j) die Anzahl der Flächen 
des Systems, welche die verlangte Eigenschaft haben. 

70. Wir nehmen jetzt an, man habe eine Fläche S v der v-ten Ordnung, 
einen Kegel K v derselben Ordnung •■> mit dem Scheitel o, und man lasse 
durch die Curve >*-tcr Ordnung, die den Durchschnitt der Orte S v und 
K v bildet, eine andero Fläche S'-, derselben Ordnung v gehen; dann trifft 
jede Gcneratrix des Kegels K v die beiden Flächen S Vf S' v in den unmlichen 
v Puncten und folglich sind die p harmonischen Miltelpunctc /?ten Grades 
des Systems der v Functe in Bezug auf o als Pol Puncto der {> -p) teu 
Polare von o für beide Flächen -S' y , 8'». Jede Ebene durch o enthält v Ge- 
ncratrixen des Kegels A' v und folglich v/> solcher harmonischer Mittclpuncte. 
Die beiden vorgenannten Polartliicheu haben also eine Curve »p ter Ordnung 
gemein. Aber zwei getrennte Flächen p tcr Ordnung können nur eine 
Curve /"Mer Ordnung gemein haben, und man kann folglich, weil v>p ist, 
8chliessen, das die (y— p)-Wn Polarflächen von o in Bezug auf5 v> S' v eine 
einzige Fläche ausmachen. Das heisst : 

Befindet sich in einem FlächenMschel v-ter Ordnung ein Kegel, so hat 
der Scheitel dieses Kegels in Bezug auf alle Flächen des Büschels dieselbe 
Polarfläche jeder beliebigen Ordnung. 

77. Es sei o ein gegebener Pul, P eine beliebige Ebene, a einer der 
Puncte, in denen die Fundaiueutahfciche F v von dem Struhle geschnitten 
wird, welcher von o nach dem Puncte p von /' geht, endlich o' derjenige 
Punct desselben Strahles, für welchen das Doppclverhäjtniss (opoo') 
einen gegebenen Wurth A hat. Der vom Puncte a' beschriebene Ort, wenn 
q "sich auf Fy bewegt, ist offenbar eine neue Fläche F' v der Ordnung v, die 
der gegebeneu projeetivisch (homographisch) ist. Die beiden Flächen werden 
von der Ebene P in ein und derselben Curve v-ter Ordnung geschnitten, und 
haben also (40) noch eine andere Curve der v{v— 1 )-ten Ordnung gemein, 
die auf einer Fläche der (v — l)-ten Ordnung liegt, die in Verbindung 

mit der Ebene P eine Fläche des Büschels (F Vf F' v ) bildet. 



») Bezieht man die Puncte X auf einen festen Punct 0 der gegebenen Geraden, 
so hat unter den Segmenten OX eine .Gleichung statt, dio für jedes derselben vom 
(v — fi)Aea Grade ist, die übrigen als gegeben betrachtet, daB heisst ciue Glcichuug, 
deren höchstes Glied das Product der (v — //)-teu Potonr.cn der Sogmonte 0Xi, 
OJTj, . . • , OJT //+1 enthalt. Laust man jeUt die Puncte X r.u-ammenfallen, so geht 
dieses Product in dio (H- -p)-te Potenz Ton ojr über. 
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Die Fläch o F'v, die 111:111 erhält , indem man sich den Werth des Ver- 
hältnisses l veränderen lässt, bilden eine Reihe vom Index v. Denn ist q' 
eiii beliebiger Punct im Kauine, und schneidet der Strahl 00' die Fläche F v 
in v Puncten a und P im Puncte p, so geben die v Wcrthc dos Doppel- 
verhältni88cs (opoo') f Flächen F v die durch a' gehen. Die Keihe enthält 
die gegebene Fläche F ilf die v-mal gezählte Ebene P, und den Kegel, 
dessen Scheitel in 0 liegt, und dessen Directrix die Curve PF» ist. Für 
). = 1,0, "v- fällt nämlich der Puuct a' bezüglich mit a, p, 0 zusammen. 

78. Es sei i ein Punct der Durchschnittscurvc der Ebene P mit der 
ersten lVlarfläche von 0 in Bezug auf F v , Die ersten Polarflächen von 0 
in Bezug auf F v> F' v sind offenbar perspectivisch, und folglich ist i auch 
ein Punct der ersten Polarfläche von 0 in Bezug auf F' v und folglich auch 
(14) der ersten Polarfläche von 0 in Bezug auf jede Fläche des Büschels 
(F Vt F' v ) Umgekehrt gehen also die Polarflächen von i in Bezug auf die 
Flächen des genannten Büschels durch 0. Unter diesen Flächen betrachten 
wir diejenige, welche durch i geht. Für diese ist ot entweder Tangente in 
i, oder i ist ein Doppelpunct. Wäre aber i kein Doppelpunct, so würde» 
da die Fläche, um die es sich handelt, aus der Ebene P und aus zu- 
sammengesetzt ist, io nicht Tangente sein können ; folglich ist t ein Doppel- 
punct, da» heisst geht durch i. Die Fläche ^„_, geht also durch die 

Durehschnittscnrvc der Ebene P und der eisten Polare von 0 in Bezug 
auf F„. 

79. Lässt man ^ variieren, so bilden die Flächen $ v _ { eine Reihe vom 
Index v-1. Ist nämlich a v eiu beliebiger Punct auf /V, nnd der Strahl 
oa v schneidet F y ausserdem noch in 01, 02,..., a>_| und P in p, so 
geben die > — 1 Wcrthc des Doppelverhältnisses (opa^Oy) die v- 1 Flächen 
F-, die durch o> gehen und von F v verschieden sind. Iii neu entsprechen 
ebensoviel Flächen die ebenfalls durch Oy gehen. Es ist somit be- 
wiesen, dass durch einen beliebigen Punct von F v v — 1 Fläche ^ v _j gehen, 
dieselbe Eigenschaft hat also auch für jeden Punct des Raumes statt. 

Nähert sich einer der Puncte Oi. 02 , . . . , 0y_ t unendlich dem Puncto 
Oy, so geht die Fläche ^f > _ ) durch den Bcriihrungspuuct von F v mit 
einer Tangente, welche von 0 ausgeht-, fällt also F' v mit F v zusammen, so 
fällt auch mit der ersten Pohu fläche von 0 in Bezug auf F v zusammen. 

Wenn a» in die Ebene P fällt, das heisst, wenn F' v in die v-mal genom- 
mene Ebene P degeneriert, so besteht die entsprechende Fläche aus 
der nämlichen Ebene (> — lj-mal genommen. 

8U. Die Einhüllende (48) der Fläche F' v ist der Kegel K der Hv-l)-ten 
Ordnung, dessen Scheitel 0, und der selbst der Fläche F v umgeschrieben ist. 
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Wenn nämlich zwei von den Flächen F'„, die durch denselben Pnnct o' gehen, 
zusammenfallen sollen, so geuiigt es, wenn oa' mit einer Tungcnfe von h\ zu- 
sammenfällt. Die Doppel- (Knoten-) Curve dieser Einhüllenden besteht aus 
den \-Av-\)(-'— 2)0 — 3) Bitangenten , welche man von o aus an T\ legen 
kann; die Cuspidalcurve entsteht ebenso aus den W>-1)0— 2) Oecnlier- 
enden (<'»7). 

Der Kegel A' berührt J-\ liings einer Curve der f>— l)-tcn Ordnung, 
die auf einer Fläche (v— l)-tcr Ordnung — der ersten Polartläche von o — 
liegt und also F» ausserdem längs einer Curve 1)0— 2) ten Ordnung 

schneidet, die auf einer Fläche <>-1)(k-2) tcr Ordnung liegt.«) Die erste Curve 
ist der Ort der Puncte, für welche eine der Flächen F'y, mit Fy, zusammen- 
fällt; dagegen fallen in jedem Puncte der zweiten Curve zwei der F'„ zu- 
sammen, die von F y verschieden sind. In jedem dieser Puncte fallen auch 
die beidcu entsprechenden Flächen ^ v , zusammen, und die zweite Curve ist 
also der Durchschnitt von F v und der Einhüllenden der ^ v _,. Diese Ein- 
hüllende ist folglich eine Fläche S der 0 - l)(v— 2)-ten Ordnung. 

81. In jedem Puncte der von o ausgehenden Osculierenden fallen drei 
aufeinanderfolgende F>y zusammen, und folglich fallen auch in jedem der 
H>— 1)0 — 2)0— 3) Puncten, in welchen F v von diesen Geraden geschnitten 
wird, drei aufeinanderfolgende Flächen zusammen und ebenso gibt es 
in jedem der 1 1)0— 2)0— 3)0— 4) Durchschnittspuncten der F v mit ' 
den Bitangenten zwei getrennte Paare zusammenfallender Flächen Die 
ersten Puncte sind also Stillstandspuncte und die zweiten Doppelpuncte für die 
Einh üllende S, das heisst, diese Einhüllende hat eine Cuspidalcurve von der Ordnung 
0—1 ->)(v 3) und eine Doppelcurve von der Ordnung \(-->— 1 )0-2)0 — 3)0— 4). 

82. Da alle Flächen «f v _ 1 durch dieselbe Curve der (>— 1) ten Ordnung, 

die in der Ebene P liegt, gehen, so ist die zwei Flächen $ v __ x gemeinschaftliche 
Curve und folglich auch die Beriihrungscurvo zwischen einer $ v _ x und der 
Eiuhüllenden 8 von der Ordnung (>— !)(>— 2). Unter den Flächen befindet 
sich auch die erste Polarfläche von o in Bezug auf Fy, und die Berührungs- 
curve zwischen 8 und genannter ersten Polartläche hat >(> — 1)^ — 2) Puncte 
mit Fy, gemein, die nicht« anderes sind, als die Berührungsjnincte der Oscu- 
lierenden. In jedem dieser Puncte fallen nämlich zwei F'u also auch zwei 
^ y _j zusammen, und da eine dor letzteren die erste Polartläche von o ist, 

so berühren sich in ihnen die erste Polarflüche von 0 und B. Durch 
l)(v-2) drei Flächen Mer, (>-l)ter, ^-2>-ter Ordnung gemeinschaft- 
liche Puncte kann keine weitere Fläche der 0-2Vtcn Ordnung gehen, also 
berührt 8 die erste Polartläche längs einer Curve, die auf der zweiten Polar- 
flache liegt. Diese Curve ist der Ort der Puncte, für welche zwei rf^_, 
zusammenfallen, deren eine die erste Polarfläche ist. 

J) Man vergleiche Einteilung, So. 13S. Anmerkung. 
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Die erste Polarfläche und die Flüche S schneiden sich also noch längs 
einer andern Curve ') der (v— \){v— 2)(v— 3)-ten Ordnung. In jedem Puncte 
derselben fallen zwei von der ersten Polarfläche verschiedene £„_i zusam- 
men, und folglieh fallen dort auch zwei Flächen £,_ 2 zusammen, wo £,_ 2 
die Fläche der (v— 2) ten Ordnung ist, welche durch die gemeinschaftliche 
Durchschnittscurvc (v - — 2)-ter Ordnung der ersten Polarfläche und 
hindurchgeht. Diese Curve der (v— i)(i»-2)(v- 3)-ten Ordnung ist folglich 
der Durchschnitt der ersten Polarfläche mit der Einhüllenden der 
Diese Einhüllende ist also eine Fläche S' der ( ! ,_2Xi'-3)-ten Ordnung. 

Die Flächen bilden eine Reihe vom Index u— 2. Denn durch 

einen beliebigen Punct der ersten Polarfläche gehen v--2 von der ersten 
Polarnächo verschiedene Flächen denen ebensoviele Flächen 

entsprechen, die durch den nämlichen Punct gehen. 

Die Berührungspuncte der Bitangenteu sind also die Durchschnitte dreier 
Flächen: der gegebene Fy, der ersten Polarfläche von o und der Fläche 
8', der Einhüllenden der Flächen $ v _ 7 . 



CAPITEL II. 

GEMISCHTE POLARFLÄCHEN. 

83. Wir kehren zur Fundamentalfläche F v zurück. Es seien 0,0* zwei 
beliebig gegebene Puncte. Wir wollen durch P t , P t die ersten Polarnachen 
dieser Puncte in Bezug Ruf t\ bezeichnen, durch P tr die erste Polarfläche 
von o in Bezug auf P r als Fundamentaltläche betrachtet, und dem ähnlich 
durch P 0 9 die erste Polarfläche von o' in Bezug auf P t \ wir wollen dann 
beweisen, dass P t0 . und P rt nur eine einzige Oberfläche bilden. 

Durch o' lege man eine beliebige Ebene E, und es sei K» der Kegel 
f-ter Ordnung, der den Scheitel in u und zur Directrix die Curve EF V hat, 
das heisst den Durchschnitt der Ebene E mit der Fläche f\. Die beiden 
Flächen ÄV, Fu haben dann noch eine andere Curve |) ter Ordnung ge- 
mein, die in einer Fläche Fj_\ liegt, die von der (v-l)-ten Ordnung ist. Da 
F v gleichzeitig mit K v und dem Systeme \EF v _ t ) demselben Büschel an- 
gehört , so muss (75) die Polare P t . in dem Büschel enthalten sein, das 
durch den Kegel K v _ lt der ersten Polarfläche von o' in Bezug auf K v> 



1) Von diesen der Flache 8 und der ersten PolaiflÄch? gemeinschaftlichen 
Curven trifft die erste F v in den Heiührungspuncten der Osculici enden ; die zweite 
in den Berübrungspuncten der Bitangenteu. 
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und das System (EF?_o) bestimmt ist, wo F»__ ., die erste Polarllächc von 
0' in Bezug auf F v _ x darstellt. Diese Flüche F v _» bildet in (icmcinschaft 
mit E die erste Polarfläehe von o' in Bezug auf die zusammengesetzte 
Fläche (EFi,^) (74). Da nun in dem zuletzt erwähnten Büschel der Kegel 
Ä"v_i mit dem Scheitel o vorkommt, so fällt (Ii)) die Fläche P tr mit der 
ersten Polarfläehe von o in Bezug auf den zusainuiengotetzten Ort (EF y _ 2 ) 
zusammen, das heisst, sie geht durch die Curve (v— ■>) ter Ordnung, welche 
den Durchschnitt von F v _ q mit der Ebene E bildet (73). 

Weil F y durch die Durchschnittscurve der Orte K y und (A7V .,) geht, 
so fällt aualogerweise die Fläche P a mit der ersten Polarfläehe vmi o in 
Heutig auf (EF > _ 1 ) ziis;.iiiuien, und geht also durch die Durchsclmittcurve 
von F y _ , und der Ebene E. Die Fläche P 9 « geht folglich durch die Curve 
(v— 2) tcr Ordnung, welche die erste Polare von o' in Bezug auf die 
früher genannte Curve EF V _ X ist; das heisst, /' (( geht durch den Durch- 
schnitt von />_ 2 mit der Ebene E. 

Das will aber sagen, die Flächen P tt - und P tt haben eine Curve 
(v— 2)-ter Ordnung gemein, die in einer beliebigen durch o' gelegten Fhene 
liegt, und sind folglieh ein und dieselbe Fläche der (? 2) ten Ordnung. 

Man habe jetzt im Baume beliebige Puuete o,o',o", ... ,o(/') und man 
bezeichne durch l\ t t die erste Polarfläehe von o in Bezug auf P c t , mit 
P tt t - die erste Polardäche von o in Bezug auf P 9 0 ...... u. s. w., so zeigt 

das eben bewiesene Theorem, mehrfach hinter einander wiederholt, dass die 
Polardäche P et 4 •...,(/<) die nämliche Fläche bleibt, in welcher Ordnung man 
auch die Pole o,o',o", . . ., oO) auf einander folgen lässt. Setzt man jetzt 
noch voraus, dass a dieser Puncto in einen einzigen o. und die übrigen 
/je-f-1 — o=& sich ebenfalls in einen einzigen Punct o' zusammenziehen, so 
haben wir folgendes Theorem 1 ): 

Gegeben eine FtntdamculaljUUhe F y> dann fällt die p te Pohirflüehe eines 
Punetcs o in Bezug auf die p'-te Polarfläehe 4 inen andern Ptnutes o' mit 
der p'-ten Polarfläehe ctm o' in üi-"g auf dir p-tt Polarfläehe von o zusammen. 

Solche Polarfläthen heiss-en gemischte Polarflächen 2 ). 

84. Wir wollen jetzt voraussetzen, die p'-tc Polarfläche von o' in Bezug 
auf die p te Polarfläehe von o gehe durcli einen Punct in, oder auch (83) 
die p tc Polarfläehe von o in Bezug auf die p '-te Polarfläche von o' gehe 
durch m. Dann geht nach einer schon früher (fi'J) bemerkten Eigenschaft 
auch die [(> — p ) — p]-lc Polarfläche von m in Bezug auf die «' te Pohl fläche 
von o' durch o oder auch (77), es geht die >'-tc Polai fläche von o' in Be- 



1) Plueckkh, Ueber ein neues Conrdinaten.«>/>tcm. (Crcllcs Journal, BJ. 5; 
1830. 8. 34). 

2) Man sehe des Verfassers Abhandlung: finpra alrmte i/uUtiom nella tcoria 
dclle curve plane. (Annaü di Matcmatica, T. (i; Koma IStU» oder Einleitung, ta 
No. o9c; S. Im Original der JntrodwJone ist die entsprechende Ableitung 
fehlerhaft. 
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zug auf die [(* —/>)—//] te Polarflächo von m durch o. Wir erhalten folg- 
lich den Satz : 

GcJit die p'-le PolarjUkhe. von o' in Bezug auf die p-tc Polurfliiehe von 
0 durch m, no geht die p'-te Polurfliiehe von o' in Bezug auf die (y-p-p)-tt 
Polarflüche von m durch o. 

85. Wir betrachten von Neuem einen Punct b, der für die Fundamen- 
taltläche irfacli ist. Es sei o ein beliebiger Pol. Zieht man die Transver- 
sale ob, so fallen a der Pimcte Oi,a», ...,a v mit b zusammen und dieser 
Punct vertritt also <r-/> harmonische Mittclpuncto vom Grade v—p', die 
p.Xa Polnrrlnchc von o geht daher durch b — so lange p<z<r ist. — Die 

(a-p\\-tc Polartliiche von b in Bezug auf die p te Polarrläche von 
o fallt (S3) mit der p teil Pul;»i däche von o' in Bezug auf die (v—p) io Po- 
larfläche von b zusammen. Nun ist aber (71) die (v <r)-tc Polarrläche von 
b ein Kegel mit dem Scheitel in b und <r-ter Ordnung, und es ist folglich 
auch die [( v —p)—(tr-p)]lc Polarrläche von b in Bezug auf die p te Polar- 
fläche von o ein Kegel vom Scheitel b und {a—pyi&t Ordnung. Man hat 
also (71): ' - 

Ist ein Punct b für die PundamentalßäcJie n-fach, so ist er für die p-ts 
Polarfläche eines beliebigen Punetea o Wfach , und der BervJirungakegel 
dieser Polarflächc in b i«t die p te PoUirfläfhe von 0 in Bezug auf den Kegel, 
der die Fundamenkdflä\he. im Puncte 0 berührt *). 

Daraus entnimmt mau noch den Satz, dass die p-ien Polardächen 
sämmtlichcr Puncte einer Geraden, die durch b geht, in b den nämlichen 
Beriihrungskegel (a -/»)-ter Ordnung haben. 

86. Die ersten Polartlüchen zweier beliebiger Puncte o, o' in Bezug 
auf die FundamcntalHüche F v schneiden sich in einer Raumcurve (v— l) 5 -ter 
Ordnung. Da jeder Punct derselben in beidun ersten Polartlüchen liegt, so 
geht seine Polarebene sowohl durch o als durch o' (<>2); folglich haben wir: 

Der Ort dir Puncte, deren Polarebcnen durch eine gegebene Gerade 
00' gehen, int tine Raumeurve (y — \yi-tcr Ordnung. 

Da die Polarcbene jedes Puncto* dieser Curve durch die Gerade oo' 
geht, su geht auch die erste PolartlUche eines beliebigen Puncte» der Gera- 
den durch diese Curve. Folglich entsteht: 

Die ersten Pularfläehcn der Puncte einer Geraden bilden ein Büschel. 

Die Curve (u— 1 >- -ter Ordnung, die Basis dieses Büschels, nennt man 
die erste Polare ihr gegebenen Geraden 2 ). 

87. Die ersten Polartlüchen dreier Puncto o,o\0" haben (v— 1)3 Puncte 
gemein. Die Polarcbene jedes dieser Puncte geht durch o,o',o", das heis*t, 
jeder dieser (y-\)i Puncte ist der Pol der Ebene oo'o". Umgekehrt geht 



1) Für die Theorie der ebenen Curvcn substituiere man obigen Beweis für 
den uumreichenden der Einleitung, No. 73- 

2 ) BoBILLlEB, O. O. O. 
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ilic erste Polairlüche jedes Punctes dieser Ebene durch jeden der obigen 
(f— 1)3 Puncte ; das heisst: 

Eiue beliebige Ebene hat (v~ 1)» Pule, welche, die gemeinschaftlichen 
Durchschnitt» puncto aller ernten PoUirßächui find, deren Pok Puncte jeiur 
Ebene sind '). 

Oder auch : 

Die ersten Polarßächni der Puncte einer Ebene bilden ein Nets. 

Denn buchen wir in der gegebenen Ebene einen Pol, dessen erste IV 
larrliiehe durch einen willkürlich im Räume angenommenen Punct m geht, 
so ist der Ort des Poles die Duichschnittsgeiade der gegebenen Ebene mit 
der Polarebene von m, und folglich (86) bilden diejenigen unter den Polarflächen 
der Puncte der gegebenen Ebene, welche durch m gehen, ein Büschel. 

88. Aus dem eben Auseinandergesetzten folgt : 

1. Durch drei Puncte geht nur eine einzige Polarflücbc. Der Pol der- 
selben ist der Durchschnitlspunct der Polarebenen der drei gegebenen Puncte. 

2. Die ersten Polarfläch en , die durch zwei feste Puncte gehen , bilden 
ein Büschel , das lieisst, sie haben eine Ourve (v — l)-(er Ordnung gemein, 
die durch die beiden gegebenen Puncte geht; ihre Pole liegen auf der 
Durchschuittsgeradeu der Polarebenen der beiden gegebenen Puncte. 

3. Die ersten Polarfliichen, die durch einen festen Punct gehen, bilden 
ein Netz, haben also (f D' Puncte gemein, den gegebenen eingeschlossen; 
ihre Pole liegen auf der Polarebene des gegebenen Punctes. 

4. Die ersten Polarflächcn aller Puncte des Raumes bilden ein lineares 
System im engeren Sinne, das heisst dritter Stufe 2 ). 

Vier erste Polarflächcn genügen, alle andere zu individualisieren, sobald 
sie nur nicht demselben Büschel oder demselben Netze angehören. Denn 
hätte man wirklich vier erste Polarflächen P\, />}, P3, P\ gegeben, deren Pole 
weder in gerader Linie, noch in derselben Ebene liegen, und man verlangte 
diejenige Polarfläche, welche durch drei gegebene Puncte o,o',o" geht, so 
hätte mau folgendermassen zu verfahren. Die Flächcupaare P\P},P\Pi, 
P\Pa individualisieren drei Büschel; die Flächen, welche durch 0 gehen 
und bezüglich zu diesen drei Büscheln gehören, erzeugen ein Netz; die 
Flächen dieses Netzes, die durch 0' gehen, bilden ein Büschel, in welchem 
es nur eine einzige Fläche gibt, die durch 0" geht; diese ist offenbar 
die verlangte. 

89. Im Allgemeinen besitzen die Flächen eines linearen Systems keine 
Puncte, die allen Flächen gemein sind. Wenn aber vier erste Polarflächen, 
deren Pole nicht in ein und derselben Ebene liegen , durch den nämlichen 
Punct geben , so gehört dieser allen ersten Polarflächcn an und ist für die 
Fundamentaltläche ein Doppelpunct. Denn, da die Polarebene dieses Punctes 

«) Bobim.ikr, o. a. 0. 

3 ) Wo wir im Folgenden von linearen Systemen sprechen, verstehen wir stet*, 
wenn wir keine andere Erklärung abgeben, solche dritter Stufe. 
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durch jeden beliebigen Punct des Raumes gehen kann so ist sie unbe- 

stimmt, und da ausserdem die erste Polarfläche dieses Punctes durch ihn 
selbst hindurchgehen muss, so gehört er der Fundamentalfläche an; folg- 
lich u. s. w. 

Haben im Allgemeinen vier erste Polnvflächen, deren Pole nicht in der- 
selben Ebene liegen, einen a fachen Punct b gemein, so ist dieser auch für 
jede andere erste Polarfläche <r-fach, wie sich aus der Art der Ableitung 
dieser Polarflüchen .aus den vier gegebeneu (88) unmittelbar ergiebt. Die 
erste Polarfläche von b muss durch b gehen, also gehört dieser Punct auch 
der Fundamentalfläche an. Ausserdem gehen (85) die erste, zweite, . . ., 
(«x l)-te Polarflächo jedes beliebigen Puncto» des Raumes in Bezug auf eine 
beliebige der vorgenannten ersten Polarflächcn durch b, oder mit andern 
Worten, die zweite, dritte. . . <r-te Polarfläche eines beliebigen Punctes 
des Raumes in Bezug auf t\ gelten durch b. Daraus folgt, dass die 
(v— 2)-tc, (v— 3)-te, (v— «r)-tc Polarfläche des Punct es b unbestimmt 

sind, da sie durch jeden beliebigen Puuct des Raumes gehen können; die 
(„— ff— ij-te Polarfläche des Punctes b ist ein Kegel (a+lj-ter Ordnung. 
Folglich ist b (7l) ein (<r-f- 1 )-fachcr Punct für die Fundamentalfläche. 

Dieses Theorem kann man auf andere Weise klar machen. Angenom- 
men, die <r-ten Polarflächen aller Puncte des Baumes hätten einen gemein- 
schaftlichen Punct b, so gehört dieser auch der o-ten Polarfläche des Punctes 
selbst an, und also auch der Fundamcntalflächo. Der Punct b hat ferner 
eine (i/— <r)-te Polarfläche, die durch jeden beliebigen Punct des Baumes 
gehen kann, und also unbestimmt ist. Die {?—o — 1 )-te Polartlache von b 
ist folglich ein Kegel mit dem Scheitel b, und es ist somit b ein (<r-fl)-facher 
Punct der Fundamcntalflliche. 

90. Man setze jetzt voraus, die a te Polarfläche eines Punctes o habe 
einen » fachen Punct o'. Nun gehen die {p (-1) -te, (^-f-2)-te, . . ., (p-\- a ~\ )-te 
Polarflächen von o sämmtlich durch o' und folglich (G2) gehen die (v— />)-te, 
(v— p — l)-te, . . . , {y - p— a— 1 )-te Polarflächcn von o' sämmtlich durch o. 
Ausserdem geht (85) auch die ö-te Polarfläche (#= 1, 2, 1) eines be- 
liebigen Punctes nt in Bezug auf die /»-te Polarflächc von o |<r— #)-mal 
durch o\ und daraus folgt (84), dass die * -te Polarfläche von m in Bezug 
auf die ( v )-te Polarfläche von o' durch o geht. Danach ist (89) der 
Punct o für die (y—p—syte Polarfläche von o' ein (#4-|)-facher Punct; und 
geben wir # seinen grössteu Werth, so erhalten wir aus Allem den Satz: 

Wenn die p-te. Polarflik-hc eine» Punctes o einen a-fachen Punct o' hat, 
so ist umgekehrt o für die (u~p-o-\-l)-te PolarfläcJic von o' ein fffacher 
Punct. 

91. Die />'-to Polarfläche eine« Punctes o' genommen nach der />-ten 
Polarfläche eines andern Punctes o möge- einen »-fachen Punct o" ha- 
ben, das heisst, die p-te Polarfläche von o in Bezug auf die /»'-te Polar- 
däche von o' habe den »-fachen Punct o". Weuden wir nun das eben (90) 
bewiesene Theorem auf die p' te Polarflächc von o' als FundamenUlflache 
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betrachtet an, so ergibt sich, dass die (v— p'—p— <r-fl)te Polarfliiche von 
o" in Bezug auf die p'-tet Polarfliiche von o' einen a fachen Punct in o 
hat. Folglich gilt der Satz: 

Hat die p' tc Polarfläche eines Punctes o' in Bezug auf die p-te. Polar- 
fläche eines andern Punctes o einen afachtn Punef o", so hat umgekehrt die 
(y— p—p'— <T-\.\)-tc Polarflächc von o" in Bezug auf die p'-te Polarfliiche von 
0 einen afachen Punct in 0. 

92. Wir haben gesehen (fi9) . dass die Quadripolarflüche eines parabo- 
lischen Punctes o der Fundamentalfläche ein Kegel ist, der die entsprechende 
Wendeebene berührt, und dass die Berührungsgeneratrix die Osculicrcnde von 
F v in o ist. Auf dieser Geraden beiludet sich daher der Scheitel o' des 
Kegels. Wenden wir nun auf die beiden Puncte o, o' einen früheren Satz 
(90) an, so folgt, weil o' ein Doppelpunct für die (v — 2)-te Polarfliiche von 
0 ist, dass die erste Polarflächc von o' einen Doppelpunct in o hat. Wir 
haben so den Satz: 

Ein parabolischer Punct o ist für jede erste Pularfliiclie ein Doppelpunct, 
deren Pal auf der Geraden liegt, welche die Fundamentalfläche in o okuliert. 

Hat ein Punct o, weleher der Fnndamentalfläclic angehört, einen Kegel 
als Quadripolarflüche, so ist er entweder ein Doppelpunct oder ein parabo- 
lischer Punct von F u . Denn, hat der Polarkegel seinen Scheitel in 0, so 
ist dieser Punct für die Fundamentalfläche ein Doppelpunct (71). Ist dagegen 
der Scheitel ein anderer Punct o' , so muss oo' , weil die QuadripolarHäche 
von o in diesem Puncte die Fundamentalfläche berühren soll, die einzige 
Gerade sein, die in o osculiert, das heisst, o ist ein parabolischer Punct. 



CA PI TEL III. 

ENVELOPPEN DER POLAREBENEN UND ü UTK 

DER POLE. 

93. Wir wollen jetzt die Enveloppen der Polarebcnen der Puncte einer 
Geraden r in Bezug auf F v zu bestimmen versuchen. Die Polarebencn, 
welche durch einen beliebigen Punct i gehen, haben (62) ihre Pole auf der 
ersten Polarfläche von i, welche r in v— 1 Puncten schneidet; das heisst, 
durch i gehen »— 1 Ebenen, von denen jede einen Pol auf r hat; die ge- 
suchte Knveloppe ist folglieh eine Developpable (v-l)-ter €lasse. Wir 
geben ihr den Namen (v— \)-tc Polarflächc der Geraden r. 

Wenn die erste Polarfläche von i durch r berührt wird, so fallen zwei 
von den v — 1 Ebenen, die durch t gehen, zusammen, und dieser Punct ge- 
hört also der Developpablen an. Folglich ist die Enveloppc der Polar- 
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ebenen der Pnncte von r gleichzeitig der Ort der Pole der ersten Polar- 
flächen, welche r berühren. 

Ist t eine beliebige Gerade, so bilden die ersten Polarflächen der Puncto 
von t ein Büschel (HG), in welchem bekanntlich 2(*-2) Flächen existieren, 
die eine beliebige Gerade, z. B. r, berühren. Folglich enthält t 2^-2) 
Puncto des gesuchten Ortes und wir haben also den Satz: 

Die (v — \)-te Polarfläche von r ist eine Developpablc 2{f— 2) lcr Ordnung. 

Ist m ein Ptmct auf r, so haben die ersten PolarHächen , welche r in 
m berühren, ihre Pole auf einer Geraden m, der Generatrix der Developpa- 
blen, die wir betrachten. Tst analog m' der Punct von »•, der auf m un- 
mittelhar folgt, so haben die ersten Polarflächen, welche r in m' berühren, 
ihre Pole auf der Geraden m', der auf vi unmittelbar folgenden Generatrix. 
Die erste Polarlläche, welche r in m osculiert, hat folglich ihre» Pol in dem 
Puncto, in welchem sich m und vi' schneiden, und es ist also die Cuspidal- 
curve der Developpablen der Ort der Pole derjenigen ersten Polarflächtn, 
welche r osculitren. 

In einem Flächennetze (*-l)-ter Ordnung gibt es 3(^—3) Flächen, 
welche eine gegebene Gerade okulieren (75). Nun liegen, wenn die Flächen 
des Netzes erste Polarflächen in Bezug auf F v sind, ihre Pole in einer 
Ebene (88); eine beliebige Ebene enthält folglich Ziy— 3) Pnncte, deren 
erste Pularflächen r osculieren; das heisst: Der Ort der Pole der ersten 
Polarflächen, die von r osculürt werden, ist ehe Jtaumcurve 3(x--3)-/.-r 
Ordnung, welche die Rückkehrkantc der obenerwähnten Developpablen 
bildet. 

Da ein ebener Schnitt dieser Developpablen von der Ordnung 2(v — 1) 
und der C'lasse »-\ ist und 3(v— 3) Spitzen hat, so besitzt er 2(»— — 4) 
Doppelpuncte; das heisst: 

Der Ort da' Pole der ersten Polarflächen, die r in zwei verschiedenen 
Puncten berühren, ist eine Ilaumcurve 2(>— 3)(v — \)-tcr Ordnung; sie ist die 
Knotcncurve der betrachteten Developpablen. 

Auf die nämliche Art beweist man, dass die Enveloppe der Polarebenen 
der Pnncte einer beliebigen gegebene» Curve /i-ter Ordnung eine Developpablc 
der ß(v—\)-teii Glaste ist, die man auch als Ort der Pnncte auffassen kann, 
deren erste Polarflächcn die gegebene Curve berühren. 

94. Wir werden jetzt die (f— l)-te Polarfläche einer Fläche von ge- 
gebener Ordnung p betrachten, das heisst, die Enveloppe der Polarebenen 
der Puncto dieser Fläche. Die Ebenen, welche durch eine beliebige Ge- 
rade / gehen, haben ihre Pole (8f.) auf einer Raumcurvc (v— l)»-tcr Ord- 
nung, welche die gegebene Fläche in p(>— l) 2 Puncten schneidet. Die ge- 
suchte Enveloppe ist also eine Fläche der p l) 8 -ten Ciasse. 

Fallen zwei von den ebengenannten p{v — 1) Puncten zusammen, so be- 
rührt t die Fläche, um die es sich handelt, und wenn folglich zwei Geraden 
t, t', die durch denselben Punct i gehen , zwei Curvcn entsprechen , welche 
die gegebene Fläche in demselben Puncto i' berühren, so ist t' der Pol der 
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Ebene W, und diese Ebene berührt die Fläche der /■*(► — l) a -ten Ordnung 
in i. In diesem Falle berührt aber die erste Pidarlläche des Puncte* i, da 
sie beide Raumcnrvcn enthält, die gegebene Fläche in i, und wir haben also : 
Die Enveloppc der Polarcbenen der Puncte einer gegebenen Flache i*t 
gleicJtzeitig der Ort der Puncte, deren erste Pvlarflächen die gegebene Fläche 
berühren. 

Die (? — lt-tc Polarfläche einer Ebene ist eine Fläche 3(> —2) 8 -ter Ord- 
nung, da es in einem Büschel von Flächen (v — 1 >-ter Ordnung 3(^ — 2)* gibt, 
die eine gegebene Ebene berühren (41). 

95. Was ist der Ort der Pole der Tangentialebenen einer gegebenen 
Fläche /<-ter Classe? Durch eine beliebige Gerade t gehen /•* Tangential- 
ebenen der gegebenen Fläche, die ihre Pole sämmtlich auf der Raumcurve 
(" — l)'-ter Ordnung haben, welche die erste Polare von / bildet (86). Diese 
Curve hat — 1) 3 Durchschnittspuncte mit dem gesuchten Orte, da dies 
die Anzahl der Pole von /< Ebenen ist. Der gesuchte Ort ist folglich eine 
Fläche von der /.< (*— l)-tcn Ordnung. 

Ist t eine Tangente der gegebenen Fläche, so fallen zwei jener /* Ebe- 
nen zusammen, und folglich hat die Kaumcurve, welche die erste Polare von 
t ist, (w — l) a Berührungspuncte mit dem Orte, um den es sich handelt. 
Und wenn zwei Gerade t, l' in dem nämlichen Puncte i die gegebene Fläche 
berühren, so berühren die diesen Geraden entsprechenden Raumcurven den 
Ort in den nämlichen (> — l) 8 Puucten, und da die beiden Curven gleichzeitig 
auf der ersten Polarfläche des Punctes t liegeu, so sind die (> - 1) 3 Pole der 
Ebene W ebensoviel Berührungspuncte zwischen dem Orte und der ersten 
Polarfläche des Punctes i; da* heisst: 

Der Ort der PoU der Tangmtialebenen einer gegebenen Fläche ist auch 
die Envdoppe der ersten Polarflächen der Puncte der gegebenen Fläche. 

Jede Eingehüllte hat mit der Emhülleuden (v— 1)8 Berührungspuncte, 
welche die Pole der Ebenen sind, die die gegebene Fläche in dem Pole der 
Eingehüllten berühren. 

Die erste Polarfläche des Punctes i schneidet den Ort in einer Curve 
fi (?— l) 2 -ter Ordnung, welche offenbar der Ort der Pole derjenigen Ebenen 
ist, die man durch i so ziehen kann, dass sie die gegebene Fläche berühren, 
das. heisst der Tangentialebenen des Kegels mit dem Scheitel i, welcher der 
gegebenen Fläche umgeschrieben ist. 

Der Fläche n {»— l)-ter Ordnung, die wir eben als Ort und als Enve 
loppe betrachteten, geben wir den Namen erste Polarfläche der gegebenen 
Flächt. 

96. Die gegebene Fläche sei jetzt developpabel und von der A-ten Classe. 
Man sucht auch für sie den Ort der Pole ihrer Tangentialebenen. Durch 
einen beliebigen Punct o kann man ,«« Tangentialebenen der gegebenen Dc- 
veloppablen legen; diese Ebenen haben ihre l) 3 Pole alle auf der ersten 
Polarfläche von o und diese Puncte sind ebensoviel Puncte des Ortes. Der 
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gesuchte Ort ist also iu diesem Falle eine Raumcurve »ler m (> — 1)' -ten 
Ordnung. 

Liegt o auf der Developpablen, so fallen zwei von den fi Tangential- 
ebenen zusammen, und folglich berührt die erste PolarHäche von o den Ort 
n 0— l) 3 Puncten. Der Ort ist daher auch die Enveloppe der ersten Polar - 
flächen der Puncte der gegebenen Fläche in dem Sinne, das» die gefundene 
Curve von der ersten Polarfläche eines beliebigen Punctes der gegebenen 
Developpablen in (>— l) 3 Puncten berührt wird. Dieselbe Curve wird von 
der ersten Polarfläche eines beliebigen Punctes der Rückkchrcurvc der De- 
veloppablen in 0—1 ) a Puncten osculiert, und von der ersten PolarHäche 
eines beliebigen Punctes der Knotencurve derselben Developpablen in 20— 0 5 
Puncten berührt. 



CAPITEL IV. 

ANWENDUNGEN AUF DEVELOPPABLE FLÄCHEN. 

97. Wir wollen jetzt annehmen, die Fundamcutalflächo F sei eine De- 
voloppablo von der Ordnung p und der Classe ft, mit m Doppelgeneratrixen, 
0 stationären Generatrixen, einer Cuspidalcurve f-ter Ordnung, die ß stationäre 
und «' Doppelpuncte besitzt, und einer Knotencurve von 3ar Ordnung c. Ks 
sei ausserdem: 

a die Zahl der stationären Tangentialebenen und 

/ die Zahl der Bitangentialebenen von F (das heisst, der längs zweier 

getrennter Geratrixen berührenden Ebenen); 
h die Zahl der Geraden, die man von einem beliebigen Puncte so ziehen 

kann, dass sie die Curve (v) zweimal treffen; 
Y die Zahl der Geraden die gleichzeitig in einer belilbigen Ebene und 

in zwei Tangentialebenen von F liegen; 
i? die Classe der doppeltberührenden Developpablen der Curve ( v ) ; 
x die Zahl der Geraden, welche durch einen beliebigen Punct gehen, 

und die Curve (£) in zwei Puncten schneiden; 
A die Zahl der Puncte der Curve i», durch welche Gerade gehen, 

welche diese Curve anderweitig berühren: diese Puncte sind für die 

Curve (?) stationär; 
t die Zahl der Puncte, die. in drei getrennten Gcneratrixen von F 

liegen: diese Puncte sind offenbar für die Curve (c) dreifach. 
Zwischen diesen Zahlen haben wir (10, 12) die Gleichungen: 

CitlMO»A, Ob«ldiicll«D. 6 
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/B = ^( A _l)-2(r+r , )-3a, 
/ ,= v(v-l)-2(«-+-«')-3/?, 
ti = / ,( <B _i)_2(f +«)-8(v +*), 
, = ^-1)-2(,+ W )-3(a+^ 
3/)- ff = 3a«+ v-a = 3v+ß-ß, 
2(£+ ») + = 2(7 -f ») + a = />(/>-4) - 20, 

welche sechs unabhängigen Relationen gleichgelten. Wir wollen jetzt drei 
andere Gleichungen bestimmen, welche zur Bestimmung von r, x dienen *). 

98. Es sei o ein willkürlicher Punct. Jede Ebene, die durch o geht, 
schneidet dann F in einer Curve / von der Ordnung p und der Classe ß 
mit Doppelpuncten und v+0 Stillstandspuncten (9). Dieselbe Ebene 
schneidet die erste Polarfläche von o in Bezug auf F in einer Curve der 
(p— l)-ten Ordnung, welche durch die £-fw Doppelpuncte und die v-\-8 Still- 
standspuncte von l hindurchgeht. In diesen letzten Puncten hat sie mit 
der Curve / dieselben Tangenten 2 ). Daraus folgt, dass die Classe der 
Curve l gleich ist: 

ß = p(p-\)-2(?+<o)-3(»+0), 

da dieses die Zahl der Tangenten ist, die man von o an genannte Curve 
ziehen kann. Diese Tangenten sind auf der Schnittebene die Spuren der 
Tangentialebenen von F, die durch o gehen. Die erste Polarfläche von o 
in Bezug auf F schneidet daher F längs der beiden Cnrven (£), längs 
der tu-\-d doppelten und stationären Generatrixen und längs der Berührungs- 
generatrixen der ß Tangentialebenen, die dnreh o gehen. 
Die Gleichung 

pip-D^ß+tß+^+ty+e) 

zeigt, dass bei dem vollständigen Durchschnitt von F und der ersten Polar- 
fläche die Curve (?) und die <" Geraden zweimal zählen, während die Curve 
( > ) und die 9 Geraden dreimal zu rechnen sind. Die nämliche Gleichung 
lässt erkennen, dass der umgeschriebene Kegel mit dem Scheitel o aus den 
ß Tangentialebenen, dem Perspectivkegel der Curve (£) zweimal gezählt, 
dem dreimal gerechneten Perspectivkegel der Curve ( v ) und aus den w-\-9 
Ebenen zusammengesetzt ist, welche durch die doppelten und die stationären 
Geraden hindurchgehen, jene zweimal und diese dreimal gezählt. 

99. Ist die schneidende Ebene, die wir durch o gelegt haben, eine der 
ß Tangentialebenen, und ist t die Berührungsgeneratrix und m der Punct, in 
welchem t die Curve ( v ) berührt, dann erhält der Schnitt / der Developpa- 



1) Cfr. Salmon, Qeometry of threc dimentiont (2* ed.) pag. 455 u. ff., wo 
aber die Singularitäten to, 9, u', y 1 nicht beachtet sind. Bei der vorliegenden Unter- 
suchung wurde der Verfasser durch den Rath der Herren Catlby und Zbcthsh 
unterstützt, denen er hierdurch Beinen herzlichsten Dank ausspricht. 

') Einleitung, No. 74. 
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blen F (13) in ra einen dreifachen Punct mit drei Zweigen, welche von der- 
selben Tangente t berührt werden. Die erste Polarcurve von o in Bezug 
»nf / hat also in m eine Spitze mit der Tangente t, und die zweite Polar- 
curve von o in Bezug auf die nämliche Curve / geht durch m und wird in 
diesem Puncte von der Geraden * berührt. Folglich ist t in m Tangente 
der zweiten Polarfläche von 0 in Bezug auf F; oder auch: 

Die zweite Pokirfläche eines beliebigen Puncte« 0 in Bezug auf eine 
developpable Fläche berührt die Cuspidalcurve in den Funden, wo diese von 
Ebenen osculiert wird, welche durch 0 gehen. 

Der Schnitt l ist aus der Geraden t zweimal genommen und einer 
Curve (/>— 2)-ter Ordnung zusammengesetzt, welche von / in in berührt und 
in anderen p— 4 Puncten geschnitten wird — es sind dies die Puncte, in 
denen die Curve (6) von der Ebene ot berührt wird — ; diese Puncte sind 
für { dreifach, also geht durch sie auch die zweite Polarcurve von o in Be- 
zog auf /; wir haben also: 

Die zweite Polarfläche eines beliebigen Poles o in Bezug auf eine Deve- 
. loppable berührt die Berührunysgencratrix jeder Tangentialebene, die durch o 
geht, in dem Puncte, wo sie von der Cuspidalcurve berührt wird, und schnei- 
det sie in den Puncten, wo sie die Knotencurve trifft. 

100. Es sei jetzt t eine der 9 stationären Generatrixen und m der Be- 
rührungspunet zwischen t und der Curve (*)• Man lege die Ebene ot bis 
sie F schneidet, dann besteht der Schnitt l aus der Geradeu t zweimal ge. 
nommen und einer Curve /' von der Ordnung p— 2 und der Clause ß, die 
in in mit t einen vierpunetigen Contact hat, weil t in drei unmittelbar fol- 
genden Tangentialebenen liegt, und man also von einem beliebigen Puncte 
von t aus ß— 3 von t verschiedene Tangenten an den Schnitt legen kann; 
t repräsentiert daher drei unmittelbar folgende Tangenten von Die Ebene 
ot schneidet die Curve (») in anderen f-3 Puncten und die anderen statio- 
nären Generatrixen in 1 Puncten; hat also — 4 Spitzen. Diese 
Curve hat folglich 

U0>-2) (/>-3) ~ß- 3^4-0-4)] = <«-2/>+9 

Doppelpuncte (10). Diese Puncte gehören der Linie an; von den an- 

dern Durchscbnittspnncten der Ebene ot mit der Curve (£) Bind 2(p— G) in 
den p-G Durchschnittspunctcn zwischen V und t vereinigt, und folglich 
fallen die drei übrigen mit ra zusammen. Die obenerwähnten p— 6 Puncte 
sind für die Curve (?) Stillstandspuncte, weil in jedem derselben zwei un- 
mittelbar folgende Generatrixen — repräsentiert durch die stationären Ge- 
neratrixen — von einer nicht folgenden Generatrix geschnitten werden. 

Schneidet man F durch die Ebene, welche in ra einen vierpunetigen 
Contact mit der Curve (*) hat, so besteht der Schnitt / aus der Geraden t 
dreimal gezählt und einer Curve (/>-3)-ter Ordnung und (/*-l)-ter Clasae, 
die in ra einen dreipunetigen Contact mit t hat, weil t in drei unmittelbar 

6* 
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folgenden Tangentialebenen liegt, von denen die eine die Ebene der Curve 
int, und folglich zwei unmittelbar folgende Tangenten dieser Curve darstellt. 
Die Ebene schneidet die Curve (v) in weiteren v— 4 Puncten und die übri- 
gen stationären Generatrixen in 0—1 Puncten; die Curve (/>-3)-ter Ordnung 
hat also v+&— 5 Spitzen und daher 



Cuntact in m und einen dreipunetigen Cuntact in jedem der p— U Durch- 
schnittspunete von t mit der ebenen Curve (/>— 3)-ter Ordnung. Folglich 
liaben die Curven (>) und ( c) in ra dieselbe Singularität, das beisst, 
dieselbe Tangente t mit dreipunetigem Contact und dieselbe Osculationsebene 
mit vierpunetigem Contact. Die stationäre Tangente / trifft die Curve (£) 
in p — G stationären Puncten, und die Tangenten in diesen Puncten liegen 
in der Osculationscbene von m. 

Der uämliche Punct m, in dem die Curven (>) und (£) von der sta- 
tionären Geraden / osculiert werden, ist für die Developpablc F dreifach, 
weil eine beliebige Ebene durch / in einer Curve schneidet, die mit drei 
Zweigen durch m geht, das beisst, jede Gerade durch m bat hier einen drei- 
punetigen Contact mit F. Die Geraden, welche in m mit F einen vier- 
punetigen Contact haben, liegen in der Osculationsebene, das beisst (71), 
der Berührungskegel von F in m reduciert sieb auf diese Ebene dreimal 
gezählt. Es folgt noch (85), dass die zweite PoIarÜäche eines beliebigen 
Poles in Bezug auf F durch m geht und in ihm jene Ebene zur Tangential- 
ebene hat. Ausserdem bemerke man, dass jeder Punct, der der Geraden t 
und der Curve !' in der Ebene ot gemein ist, für l dreifach sein rauss und 
also auch in der zweiten Polarcurvc von o in Bezug auf / liegt ; folglich hat 
die zweite PolarHäche von o in Bezug auf F in m eine vierpunetige Berüh- 
rung mit /. Man hat also: 

Die zweite Polarfliichc eine« beliebigen Poles in Bezug auf ein« Deve- 
Inppable hat einen rierpunetigen Contact mit der Cuspülalcurve und mit der 
Knotnvnrre in dem Puncte, in dein diese Curven von Jeder stationären Gene- 
ratrix osculiert teerden. 

Die p— 6 Puncte, in denen t die Curve (£) trifft, sind für F dreifache 
Puncto nach dem nämlichen Raisonnement, das wir schon für den Punct m 
angewandt haben; daher geht die zweite PolarHäche von o durch diese 
Puncte. 

Weun r einer dieser Puncte ist, in denen t von der Geraden geschnitten 
wird, welche die Curve (») in n berührt, so ist der Tangentialkcgel von F 
in r aus der doppcltgczähltcn Osculationsebene der Curve (*-) in ra und der 
Oscnlationsebene in n zusammengesetzt. Die gemeinschaftliche Gerade dieser 
Ebenen ist die Cuspidaltangente der Curve (£ ) in r, und durch sie geht die 
Tangentialebene in r der zweiten PolarHäche von o in Bezug auf F; also 
zählt r für drei Durchschnittspuucte der Curve (£) mit der obengenannten 
zweiten PolarHäche. 
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101. Es stA jetzt / eine der o> Dnppelgcncratrixcn, tn, m' ihre Beriih- 
rungspnncte mit der Curve (v), und man wende auf sie dieselben iletrach 
hingen an, die wir für eine stationäre Generatrix durchgefüiirt liabun. Die 
Ebene oi gibt hier eine Curve /' von der Ordnung p — 2 und der Clause /« 
mit y-\-0— 4 Spitzen, also mit 

\ [(p-Up -3)-/« -3( v + ff - 4)] = $ + w - 2 P + 9 

Doppelpuncten, von denen «/ — 1 in den ot — 1 andere Doppclgcneratrixeii liegen, 
während die andern c~2/>-f-10 der Knotencurve angehören. Die Curve /' hat 
in jedem der Puncte m. m' mit t einen dreipunetigen Contact, weil diese Gerade 
in zwei Paar unmittelbar folgenden Tangentialebenen liegt, und folglich fallen 
von den n Tangenten von die von einem beliebigen Puncte p von t aus- 
gehen, zwei mit pta und zwei andere mit pm' zusammen. Ks folgt, das» t 
die /' in andren f>— 2 — 2.3 Puncten trifft, das heisst, die Doppelgoneratrix / 
schneidet p— 8 einfache Generatrixen. Die Ebene ot hat folglich mit der 
Knotencurve 2(/>— S) Durchschnittspuncte , die zu zwei und zwei in obenge- 
nannten p-S Puncten vereinigt sind, und <> Durchschnittspuncte, die zu drei 
und drei in die Puncten m. m' zusammenfallen Also hat t in m und in m' 
einen dreipunetigen Contact mit der Curve (?). 

Da m ein dreifacher Punct von /•' ist, so geht die zweite Ttdarfläche 
von o in Bezug auf F durch m. Ausserdem hat diese zweite Polartlächc, 
da jeder gemeinschaftliche Punct von t und /' für deu vollständigen Durch- 
schnitt der Ebene 0/ mit F dreifach ist, in m einen dreipunetigen Contact mit t. 
Diese Gerade hat aber in diesem Puncte eine zweipunetige Berührung mit 
der Cujve {?) und eine dreipunetige mit der Curve (c); folglich hat man: 

Die z\ceitc Folarßäche eine« beliebigen Puncte« in Ik~ng auf eine Deve- 
loppable geht durch die Berührungspuncte der Cuxpidalcurvc mit ihren Doppel- 
tangenten und hat daselbst eine zweipunetige Bcriüirung mit jener Curve und 
eine dreipunetige mit der Knotencurve. 

Die p -8 für F dreifachen Puncte , in denen t andere Generatrixen 
schneidet, sind für die Curve ($) Doppelpuncte. Ist iu der That r einer von 
ihnen, in dem t von der Tangente der Curve (v) in n getroffen wird, so wird 
dort die Curve (*) von den beiden Geraden berührt, längs deren die Oscu- 
lationsebene in n die Osculationsebencn in m und m' schneidet. Folglich 



•) Dass die Curve ($) durch tn, m' geht, ergibt «ich auch, wenn man beachtet, 
da?8 z. B. m für F ein dreifacher Punct ist, weil sich in ihm drei Tangenten der 
Curve (v) schneiden. nHmlich die Tangenten in m, im unendlich nahen Puncte von 
tn und im Puncte tn'. Also besitzt der von einer beliebig durch m gelegte Ebene 
auf F erzeugte Schnitt hier drei Zweige, von denen zwei durch die Spur der Os- 
culationsebenc in m und der dritte von der Spur der O^culationaebeno in nt' be- 
rührt werden. Es folgt, daas m so viel als eine Spitze und zwei Knotenpuncto des 
Schnittes gilt; und folglich geht ausser der Curve (v) und einer der ot Doppclge- 
raden auch die Curve (£) durch m. 
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«teilt jeder dieser p — S Puncte zwei Durchschnittspuncte der Knotencurve 
mit der zweiten Polarfläche von o dar. 

Schneidet man die Fläche F durch die Osculationsebene der Curve (*-) 
in m, so besteht der Schnitt / aus der Geraden /, dreimal genommen und 
einer Curve (p— 3)-tcr Ordnung und (x— I)-ter Classe mit P+Q— 5 Spitzen, 
welche mit t in m eine zweipunetige und in m' eine dreipunetige Berührung 
eingeht. Diese Curve hat also 

![</>- 3K/»-4)-(^-l)-3(v-f.<?-5)] = e+w-9p+ 1-1 
Doppelpuncte, von denen ^ — 3/> + 15 der Knotencurve angehören. Die andern 
Durchschnittspuncte der schneidenden Ebene mit der Curve (?) sind die p—S 
genannten Puncte, jeder dreimal gezählt, und die Puncte m, m' zusammen 
als 9 Puncte gezählt, nämlich m sechsmal und m' dreimal. Die Ebene also, 
welche die Curve (x) in m osculiert, hat dort einen sechspnnctigen Contact 
mit der Curve (?) und ausserdem mit derselben Curve einen dreipunetigen 
Contact in p— 7 andern Puncten, von denen einer m' ist. 

102. Es sei jetzt m ein Doppelpunct der Cuspidalcurve ; r, V die Tan- 
genten und P, P die Osculationsebenen der beiden Zweige der Curve. Be- 
zeichnen wir durch t v die zu /, /' unendlich nahen Generatrixen von F, 
so sieht man unmittelbar, dass m ein vierfacher Punct der Fläche F ist, 
weil er in vier Generatrixen /, l' x liegt. Es ist gleichfalls klar, dass tn 
auch für die Knotencurve vierfach ist, weil er den Durchschnittspunct von 
vier Paar nicht unmittelbar folgenden Generatrixen «',, Vt v t l l\ darstellt. 
Die Geraden, welche in m einen fiinfpnnctigen Contact mit F haben, liegen 
sämmtlich in den Ebenen P, P • folglich stellen diese Ebenen, zweimal ge- 
zählt, den Berührungskegel von F im vierfachen Puncte dar. Die> zweite 
Polarfläche eines beliebigen Punctes o in Bezug auf F hat in m einen Bi- 
planarpunct, und die beiden Tangentialebenen gehen durch die Gerade PP', 
welche zugleich die Tangente der Curve (?) in diesem Puncte ist. 

Hieraus ergibt sich gerades Wegs, dass in m vier Durchschnittspuncte 
der Curve (v) mit der zweiten Polarfläche vereinigt sind. 

108. Ein stationärer Punct der Curve (v) ist für F dreifach, da jede 
Gerade, die durch diesen Punct gezogen ist, in ihm drei aufeinanderfolgende 
Generatrixen schneidet. Der Tangentenkegel von F in diesem Puncte be- 
steht aus der dreimal genommenen Ebene, die in ihm einen vierpunetigen 
Contact mit der Curve (v) hat, weil diese Ebene der Ort der Geraden ist, 
die in genanntem Puncte mit F einen vierpunetigen Contact haben; folglich 
geht die zweite Polarlläche von o durch diesen Punct und bat in ihm ge 
nnnnte Ebene zur Tangentialebene. Also haben wir: 

Die zweite Polarfläche eines beliehigen Pole» o in Bezug auf eine Deve- 
loppable, hat mit der Cuspidalcurve in ihren StiUttandspuncten eine vier- 
punetige Berührung. 

104. Die Puncte der Curve (v), durch welche die zweite Polarfläche 
von o gebt, sind diejenigen, deren Quadripolarflächen durch o gehen, und 
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diejenigen, deren Quadripolarflächen unbestimmt werden. Die ersten Puncto 
sind diejenigen, in denen die Curve ( > ) von den ß Tangentialebenen von F 
osculiert wird, die durch o gehen. Die zweiten Puncto dagegen sind für die 
Flache dreifach oder vierfach (71), das beisst, sie liegen in drei oder vier 
GenerAtrixen. Unter diesen Puncten sind in der Cuspidalcurve, ausser den 
ß stationären und den «' Doppclpuncten und ausser den 2a» -j- 0 Berührungs- 
puncten der doppelten und der stationären Tangenten, auch die A Puncte, 
in denen zwei auf einanderfolgeude GenerAtrixen von einer nicht unmittelbar 
folgenden zugleich geschnitten werden. Diese Puncte sind für die Curve (£) 
stationär, aber für die Curve ( v ) nur einfach ; und diese wird in ihnen von 
der zweiten Polarfläche nicht berührt. Also hat man : 

Die zweite Polarfläche eine» beliebigen Poles o in Bezug auf eine Deve- 
loppable schneidet die Cuspidalcurve in den Puncten, in welchen diese von 
Geraden geschnitten wird, die sie anderswo berühren. 

Auf diese Weise sind die Durchschnittspuncte der zweiten Polarfläche 
von o mit der Curve (f) dargestellt durch die Gleichung: 

v(/>-2) = 2 p + 4 6 -f 2.2« ■+- 4«* + Aß + A. 
Aus ihr ergibt sich: 

A = vp-2 (^+v+2 0 2« + 2«* + 2ß), 

oder Aach mit Hilfe der Formeln von Catlbt *) : 

A = v (/>+4) — 6 (p+ß)—i(to -f »')— 19. 

105. Wir haben schon (98) gesehen, dass die zweite Polarfläche von 
o die Knotencurve (£) in den p(p—4) Puncten schneidet, wo diese von den 
Berührungsgeneratrixen der p Tangentialebenen von F, die durch o gehen, 
getroffen wird. Dies sind diejenigen Puncte der Curve (£), deren Quadri- 
polarflächen durch o gehen. Eine solche Polarfläche besteht aus den zwei 
Ebenen, welche in demselben Puncte die Fläche F berühren und von denen 
eine dnreh o geht. 

Die übrigen Durchschnittspuncte der zweiten Polarfläche von o sind 
Puncte, deren Quadripolarfläche unbestimmt ist, das heisst, es sind die drei- 
fachen und vierfachen Puncte von F, deren Zahlen sind: 

9, 9{p-S), 1*>, w(p-S), ß, A, t. 

Wir haben schon gesehen, dass jeder der 9, 9(j>— 6), 2a», w (p— 8) Puncte 
bezüglich für 4, 3, 3, 2 Durchschnittspuncte der Knotencurve mit der zweiten 
Polarfläche von o gilt ; jetzt wollen wir zur Betrachtung der anderen Puncte 
übergehen. 

106. Es sei m ein Doppelpunct der Cuspidalcurve nnd man halte die 
Benennungen der Nr. 102 fest. Eine beliebig durch m gelegte Ebene M 
schneidet F in einer Curve l von der Ordnung p und der Classe p, die in 



>) Das heisst, indem man für p den gleichgeltenden Ausdruck 3(/>— 9 
setzt (97). 
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m einen vierfachen Punct hat (vier Doppelpuncten und zwei Spitzen gleich, 
geltend); in ihm werden zwei Zweige von der Spur von P und die beiden 
andern von der Spur von /* berührt. Geht die Schnittebene durch die 
Tangente /, so zerfällt der Schnitt / in die Gerade t und eine Curve /' de r 
(p l) ten Ordnung und fi ter Classe, die in m einen dreifachen Punct hat. 
Dort hat ein Zweig / zur Tangente während die beiden andern von der Spur 
von P berührt werden. Die Ebene schneidet die Linie (v + P) anderswo 
noch in — 3 Punctcn, die Spitzen von /' bilden, und da m für zwei 
Doppclpunctc und eine Spitze zu zählen ist, so hat /' noch andere 

»[(/»-! X/»-2)-/*-8(v + - 2 = S + *» -p + 2 

Doppclpunete, von denen £~/>4*2 i n der Curve (£) liegen. Von den andern 
p— 2 Durchschnittspuncten dieser Curve mit der Ebene sind 4 im Puncto m 
vereinigt und p — S befinden sich in den andern Durchschnittspuncten von t 
und /', das heisst t trifft ausser t' noch p—S Generatrixcn und hat folglich 
in m mit / einen fUnfpunctigcn Contact. 

Wir setzen jetzt voraus, die schneidende Ebene fiele mit der Tangential- 
ebene P zusammen. Dann ist der Schnitt / aus der zweimal genommenen 
Geraden / und einer Curve /" der (/>— 2)-tcn Ordnung und (yu-l ) tcn Classe 
zusammengesezt, die in m einen dreifachen Pnnct hat — weil alle durch m 
in der Ebene /' gezogene Geraden in ihm mit F eine fünfpunetige Berührung 
eingehen — ; in ihm wird ein Zweig von t berührt, und die andern beiden 
von der Geraden PP. Die Curve /" hat andere »-\-fl-i Spitzen, sie besitzt 
also ausser den beiden in m vereinigten Doppelpuncten noch 

i [iß -2)(/>-8) - (M- 1 )-3<v + 0-3)]-2 = ? + «*-2/> + 6 

andere. Die übrigen 1p— 6 Durchschnittspuncte von P mit der Curve (£) 
werden von den p—S Punctcn, in denen t andere Gcneratrixen von F als t' 
schneidet, und dem Puncte m gebildet; folglich hat die Ebene P mit der 
Curve (£) einen zweipunetigen Contact in jedem der genannten p 6 Puncte 
und einen sechspunetigen Contact in nt. Ein ähnlicher Schluss lässt sicli für 
die Ebene P' machen, und folglich hat die Gerade PP* mit der Curve (£) 
im Puncte m sechs vereinigte gemeinschaftliche Puncte. 1 ) Diese Gerade ist 
aber auch die Durchschnittsgerade der Tangentialebenen der zweiten Polar- 
fläche von o in dem Biplanarpuncte m; und also haben wir: 



>) Eine beliebig durch die Gerade PP gelegte Ebene schneidet F in einor 
Curve / von der p-len Ordnung und der /n-ten Classe mit vier in m sich kreuzen- 
den Zweigen und einer einzigen Tangente PP, mit der sie in diesem Puncte einen 
8 echspunctigcn Contact hat. Dieselbe Ebene trifft die Cuspidalcurre in andern v-2 
und die Knotencurve in andern f-G Punctcn. Die Cunre l hat aUo in m eine 
Singularität, welche 6 Doppelpuncten und 2 damit vereinigten Spitzen entspricht 
und folglich diu Verminderung um 6.24*2.3 = 18 in der Claasenzabi und von 
6.6 -f- 2.8 = 52 tu der Zahl der Wcndopuncte hervorbringt. 
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Kin Doppelpunct der Cuspidaleuree ixt für die Knott neuere, rierfaeh und 
gilt für zirölf Ditrchsehnittspunctc der letzteren Curre mit der zweiten Polar- 
fläehe eine« beliebigen Poles in Bezug auf die gegebene Veecloppable. 

107. Ist m einer der ß Stillstandspuncte der Curve und t die 

entsprechende Tangente, so schneidet die Ebene, welche F längs t berührt 
die Curve (v) in anderen '<— 4 Puucten, das heisst, die Curve (/»— 2)-ter 
Ordnung, welche F und genannter Ebene gemein ist, hat wohl noch 
v 3 Spitzen, wie im Allgemeinen für eine ganz beliebige Tangential- 
ebene, aber eine derselben lallt auf m. Die ebene Curve hat in m die Tan- 
gente /, von der sie noch in p—b anderen Puncten geschnitten wird, und 
da sie ausserdem von der (/*— 1 Sten Classe ist, so hat sie 

Doppelpnnctc, und folglich berührt die Ebene, welche in m einen vicr- 
punetigen Contact mit der Curve (>) hat, die Curve (£) in m und in ande- 
ren p - 5 Puncten der Geraden t. Die nämliche Ebene berührt in m die 
zweite Polarflächc von o, und man hat also: 

Die zweite Polarflächc eines belielngen Poles in Bezug auf eine Deve- 
loppable berührt die Knotcnctirec in den StilUtaiuhpuncten der Cuspielalcurve. 

Eine beliebig durch die Cuspidaltangente t der Curve ( »- ) gelegte Ebene 
schneidet F in dieser Geraden / und in einer Curvo (/>— I)-ter Ordnung und 
f*-tcr Classe, für welche m die Vereinigung einer Spitze und eines Doppel- 
punetes darstellt 1 ); es gibt ausserdem noch v-\-0— 3 andere Spitzen und 
folglich 

i [(/»-l )(/>-•-') ->»-3 (v+0 - 2)] - 1 = $ +»-/> + 3 
Doppelpuncte. Die Gerade t trifft nur p—b von ihr selbst verschiedene 
Generatrixen, das heisst, sie schneidet die ebene Curve in p—b Puncten — 
oder hat auch in m mit ihr einen vierpunetigen Contact — und folglich hat 
die Ebene mit der Curve (?) einen zweipunetigen Contact in m. Also 
erhält man: 



\) Eine beliebige Ebene achneidet F in einer Curve l der p-ten Ordnung und 
// tcr Classe mit £-}-« Knotenpuncten und v-{-0 Spitzen, woraus man 

p =/>(/> — l) — 2l£ }-«>) — 3(v + 0) 

cieht. Gebt die Ebene durch einen der a Bei flhrungspancte der Station Hrcu Ebe- 
nen, so hoben wir in ihm eine Spitze, einen Knoten- und einen Wendepunct ver- 
einigt. Die Curve / hat in diesem Puncto zwei Zweige, weil der Punct för F ein 
Doppelpunct ist, mit derselben Tangente, deren Berührung ferner vierpunetig ist, 
da diese Tangente in der Wendeebene liegt. Man hat so in der Curve l eine 
Singularität, welche die Verminderung 3f 2 in der Classe und 8f6-f-l in der Zahl 
der Weodepunctc hervorbring:. 

Geht die Hchncidcndo Ebene durch einen der ß stationären Puncto der Curvo 
so hat in ihm die Curve / drei Zweige, die von derselben Tangente vierpunctig 
berührt werden. Diese Singularität umfasst zwei mit einem Knotenpunct ver- 
einigte Spitzen. 
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In den stationären Puncten der Cusjiidalcurve einer Developpabltn haben 
die Cnspidal- und Knotencurve dieselben Tangenten. 

108. Es sei jetzt m einer der l Puncte der Curve (*), die in zwei 
Tangenten liegen. Es sei t die Tangente in ra und /' die andre Tangente, 
die auch durch m geht. Der Bertihrungskegel von F in m — oder auch 
(71) die cubische Polarfläche von m — ist dann aus drei Ebenen zusam- 
mengesetzt, von denen zwei mit der Ebene zusammenfallen, welche F längs 
t berührt, und die dritte ist die Tangentialebene längs f. Die Durchschnitts- 
gerade t" dieser beiden Tangentialebenen ist die Cuspitlaltangcnte der Knoten- 
curve in m. 

Die zweite Polarfläche von o geht durch m und wird dort von einer 
Ebene, die durch t" geht, berührt, daa heisst, von einer Ebene, welche mit 
der Curve £ einen dreipunetigen Contact hat; folglich hat man: 

Die neeite Polarfläche eine» beliebigen Poles in Bezug auf eine Devt- 
loppable hat mü der Knotencurve in jedem Puncte einen dreipunetigen Contact, 
welcher für diese ein Stähtandspunct und Jiir die Cuspidalcurve ein einfacher 
Punct ist. 

109. Jeder der dreifachen Puncte von F, in dem drei getrennte Gene- 
ratrixen zusammenlaufen, ist offenbar für die Curve (£) ebenfalls dreifach 
und ist auch ein Punct der zweiten Polarfläche von o. 

Die Durchschnittspuncte der zweiten Polarfläche von o mit der Curve 
(£) werden daher durch folgende Gleichung repräsentiert: 
Üp-2) = P < / f,_4)+2/?+3>i4-3T+4<?+ 3%>-6) -f 3.2«* + 2<4p -8) + 1 2a\ 
Setzt man hierin für X seinen Werth (104), so entsteht: 

3t = (£ — p— 3v -30 — 2«) (p— 2) + 8a -f 20* ) 10/? + 1 S«. 
Mittelst des Princips der Dualität erhält man aus den Zahlen X, r fol- 
gende andere Zahlen: 

= m<P+*) - «/»+«) - 4(a»+ r ')-2*. 
%r x = (jy-v- Zp-Ze - 2«)(/»-2) + 8*+ 20^)-+- 10a + 18", 
wo 4j die Zahl der Ebenen bedeutet, von denen jede die Curve (*>) in 
einem Puncte osculiert und in einem andern berührt, und r die Zahl der 
Ebenen, welche die Curve (*) in drei getrennten Puncten berühren. 

110. Existieren auf einem Kegel f-ter Ordnung zwei Curven, die nicht 
durch den Scheitel gehen und jede Generatrix bezüglich in »i, <r a Puncten 



Geht die schneidende Ebene durch einen der X stationären Puncte der Curve 
(£), so erhalten wir in ihm drei Zweige der Curve l mit zwei verschiedenen Tan- 
genten, eine Singularität, wolche der Vereinigung oiner Spitze mit zwei Knoten- 
puncten entspricht. 

Geht die schneidende Ebene durch einen der # Berührungtpuncte der Curreu 
(v), (£) mit den stationären Geraden, so bat in ihnen die Curve l zwei Zweige, 
die von derselben Tangente vierpunetig berührt werden, und diese Singularität ent- 
spricht swei mit einem Knotenpunct vereinigten Spitzen. U. s. w., u. s, w. 
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schneiden, so int die Zahl der beiden Curven gemeinschaftlichen Puncte 
gleich f^i^j. Diese Behauptung, die an sich klar ist, wenn die beiden 
Curven die Durchschnitte des Kegels mit zwei Flächen bezüglich der <Ti-ten> 
*2-ten Ordnung sind, nehmen wir hier für allgemeingiltig an. 

Dies vorausgeschickt bemerke man, dass der Perspectivkegcl der Knoten- 
curve (£) vom Scheitel o mit der Developpablen F die Curve (£) gemein 
hat, die zweimal zu zahlen ist, und also diese Fläche noch in einer anderen 
Curve e der $(p— 2)-ten Ordnung schneidet, die mit jeder Generatrix des 
Kegels p — 2 Puncte geinein hat. Nimmt man auf jeder Generatrix des Kegels 
die harmonischen Mittelpuncte des (p— 3)-ten Grades des 8ystems der (p— 2) 
Puncte von c in Bezug auf o als Pol, so ist der Ort dieser harmonischen 
Mittelpuncte — genau wie für die ebeneu Curven') — eine Curve c' von 
der £(/> — 3)-ten Ordnung und hat mit jeder Generatrix des Kegels p— 3 
Puncte gemein. Die beiden Curven c, c' haben &p— 2)(p — 3) Puncte ge- 
mein, und zwar die folgenden: 

a. Die Berührungspuncte der Curve c mit Tangenten, welche gleich- 
zeitig Generatrixen des Kegels (6) sind. Aber die Tangenten, welche sich 
von o an F ziehen lassen, haben ihre Berührungspnncte auf ß Geraden 
(Generatrixen von F), welche (13) den Kegel (£) in p{£— 2/0+8) Puncten, 
die nicht auf der Curve (?) liegen, treffen. Diese /t($— 2/>-f8) Puncte sind 
folglich ebensoviel Durchschnittspuncte der Curven c, &. 

b. Die Puncte, in welchen die Curve (£) von den * Doppelgeneratrixen 
des Kegets (£) getroffen wird. Es seien pi, ps zwei Puncte der Curve (£) 
mit o in gerader Linie. Wir betrachten die Doppelgeneratrix Opips des 
Kegels wie zwei verschiedene Generatrixen op\, opj. Die erste derselben 
trifft zunächst die Curvo (€) in pi, schneidet dann F in zwei mit p? 
zusammenfallenden Puncten und ausserdem noch in anderen p— 4 Puncten 
qi, qi, . . .; die zweite dagegen schneidet, nachdem sie die Cnrve (?) in 
pa getroffen, die Fläche F in zwei mit pi zusammenfallenden Puncten und 
ausserdem noch in anderen p— 4 Puncten qi, q», .... Die Ebene, welche 
dureh o und durch die Tangenten der Curve (£ ) in pi (oder in P2) geht 
schneidet die beiden Tangentialebenen von F in p 2 (oder in pi) längs zwei 
Geraden, welche in p 2 (oder in p, ) Tangenten der Curve c sind ; die bei- 
den Ebenen, die durch 0 und bezüglich durch die Tangenten der Curve ( f ) 
in den Puncten pj, p* gehen, schneiden die Tangentialebene von F in q in 
zwei Geraden , welche die Curve c in q berühren. Also sind die Puncte 
Vt, pa, qi, qs, . . . sämmtlich für c Doppelpuncte. 

Auf der Geraden opi, findet man als Puncte der f die />— 3 harmoni 
sehen Mittelpuncte des Systems p*, p», qi, q 2 , . . ., und auf opa hat die- 
selbe Curve die p—Z harmonischen Mittelpuncte des Systems pi , pi , qi, q*, . 
folglich enthält die Doppelgeneratrix opipa des Kegels 2(p — 3) Puncte von 
c'. Einer davon ist pi, ein andrer pj. Jeder dieser Puncte ist für c ein 



1) Einleitung, Ko. 68. 
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Doppelpunct und ein einfacher Punct für & , und vertritt also zwei Durch- 
schnittspuncte der Curven c, c'. Die x Sehnen der Curve (' ), welche durch 
o gehen, geben folglich 4* Durchschnittspuncte der Curven c, e'. 

c. Die Puncte, in denen die Cuspidalcnrve (>*) und die 0 stationären 
Gencratrixen von /•* den Kegel (£ ) treffen. Die Gerade, welche von o nach 
dem I'uncte p der Curve { £) geht, treffe in m die Linie <>-K0 und ausser- 
dem F in weitereu 4 Puncten qi, qj, . . . . Da m zwei DurchschnitU- 
punete von op mit i*' darstellt, so ist m auch einer der harmonischen Mit- 
teljuincte, deren Ort c* ist. Jede Ebene durch m trifft in diesem I'uncte c 
in zwei zusammenfallenden Puncten, weil m ein gewöhnlicher Punct für den 
Kegel ($) und ein Doppelpunct (Uniplanarpunct) für F ist. Da nun alle 
Geraden, die mit F einen dreipunetigen Contact in m haben, in einer einzigen 
Kbene liegen, so ist die Durchschnittsgerade dieser Ebene mit derjenigen, 
welche den Kegel (C) lang« op berührt, die einzige Tangente der Curve c 
in m, und m ist folglich für c eine Spitze. Eine beliebig durch op gezo- 
gene Ebene schneidet den Kegel (c) in anderen c-1 Generatrixeu, deren 
eine op' die Curve c in den Puncten m\ m", qi', q-i' . . . trifft. Nähert 
sich op' unendlich der Geraden op, das heisst, wird die Ebene Tangential- 
ebene des Kegels, so nähern sich die Puucte qi', q-j', ... unendlich den 
Puncten qi , qj, ... und die beiden andern m', m" nähern sich unendlich 
dem I'uncte m und also auch sich selbst untereinander. Wenn sich aber die 
Puncte m', in'' in einen vereinigen, so fällt auch einer der harmonischen 
Mittelpimcte auf op' mit ihm zusammen, das heisst, die beiden Curven c, c' 
haben in in dieselbe Tangente mm' oder mm". Folglich repräsentiert m drei 



Durchschnittspuncte der Curven c, c'. Die Zahl der zu m analogen Puncte 



ist gleich der Zahl der scheinbaren Durchschnittspuncte (107) der Curve (£) 
mit der Linie (x-K';. Die Curven (£) und (v) haben gemein: 

1. die Berlihrnngspnncte der a stationären Ebenen; 

2. die ß Cuspidalpuncte der Curve ("); jeder derselben zählt für drei 
Durchschnittspuncte der beiden Curven, weil diese in ihm dieselbe 
Tangente haben (103); 

3. die k Cuspidalpuncte der Curve (£); jeder von ihnen zählt für 
zwei Durchschnittspuncte, weil in ihnen die beiden Curven nicht 
dieselbe Tangente haben; 

4. die 0 ßerührungspunetc der stationären Tangenten; jeder derselben 
zählt für drei Durchschnittspuncte, weil in ihnen die beiden Curven 
drei Puncte in gerader Linie gemein haben; 

5. Die 2w Rerührungspuncte der Doppeltangenten; jeder derselben 
zählt für zwei Durchschnittspuncte, weil in ihnen die beiden Curven 
(>) und (£> dieselben Taugenten haben; 

6. Die «' Doppclpuncte der Curve (>), welche, als vierfache Punctc 
der Curve (£), 2.4.«' Durcbschnittspuneten gleich gelten. 
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Die Zahl der scheinbaren Durchschnittspuncte der Curven ( ?), ( v ) ist daher 

v?- a-3,?-2/l-30-4w-S«'. 

Jede der 0 stationären Geraden hat (100) mit der Curve (?) einen 
dreipunetigen Contact und ausserdem p — G gemeinschafLliche Puncto, von 
denen jeder für die Curve (?) stationär ist und folglich zwei wirkliche 
Durchschnittspuncte darstellt. Die Zahl der scheinbaren Durchschnittspuncte 
der Curve (?) mit der stationären Geraden ist also 

?-2(/>-f>)-3, 

und folglich ist die Zahl der scheinbaren Durchschnittspuncte der Curve (?) 
mit der Linie {v-\-tf) gleich 

v $- a -Bß-2X— 30-4w-8«* -f 0(?-2/> + 9). 

d. Die Puncte , in denen die m Doppelgeneratrixen von F den Kegel 
(?) treffen. Wenn die von o nach einem Puncte p der Curve (?) gezogene 
Gerado die Doppelgeneratrix t in in trifft, so gilt m für zwei Durchschnitts- 
puncte von op mit F und ist daher ein Punct der Curve c', des Ortes der 
harmonischen Mittelpuncte. Ferner ist m für die Curve c ein Doppetpunct, 
weil diese in ihm zwei Tangenten besitzt, welche die Durchschnittsgeraden 
der Tangentialebene des Kegels (?) längs op mit den Tangentialebenen von 
F längs t sind. Die Gerade t hat mit der Curve (?) zwei dreipunetige Be- 
rührungen und ausserdem noch p— 8 gemeinsame Puncte, die für genannte 
Curve Doppclpuncto sind ; folglich ist die Zahl der scheinbaren Durchschnitts- 
puncte dieser Curve mit den u> Doppelgenerat rixen gleich <4?— 2{p 8)--2.3J 
das heisst a>(£-2/»+10). Jeder dieser Puncte zählt für zwei Durchschnitts- 
puncte der Curven e, c\ 

e. Die Doppelpuncte der Curve (*), welche für die Curve (?) vierfach 
sind. Ist m einer dieser Puncte, so ist om eine vierfache Generatrix des 
Kegels (?). Wir wollen diese Gerade so ansehen, als sei sie durch Ucbcr- 
einanderlagern von vier verschiedenen Generatrixen erzeugt: in jeder der- 
selben fallen zwei von den p— 6 Puncten der Curve c mit m zusammen, 
folglich ist m auch ein harmonischer Mittelpunct, das heisst ein Punct von 
&. Der Punct m repräsentiert für die Curve c und auf jeder der vier Ge- 
neratrixen einen Doppelpunct mit zusammenfallenden Tangenten, weil die 
Tangenten die Durchschnittsgeraden der Tangentialebene des Kogels (?) längs 
om mit den Tangentialebenen der Developpablen in m sein würden, und diese 
Geraden zusammenfallen, da diese drei Ebenen durch ein und dieselbe Ge- 
rade gehen. (In der That ist die einzige Tangente der Curve (?) in m ge- 
nau der Durchschnitt der beiden Tangentialebenen von F). Also gilt m für 
3.4 Durchschnittspuncte der Curven c, c'. 

Ul. Die Durchschnittspuncte der Carven c, c' sind also durch folgende 
Gleichung ausgedrückt: 
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&J> -2) (p-Z) = tiS-2p+&) + 4x + 3(>f- « -3£-2<i-3f - 4« -8«* ) 

+ 30(f— 2/o + 9 ) + 2«*(£- 2a» + 1 0) + 1 2« " . 
Aus der dritten Gleichung der Nr. 97 erhält man aber; 

f>(p-\)-fi-Z{>+0)-2o> = 2$, 

also: 

2«e-2A>+3) = -2 /*(/>- 4) + 4x-3(a + 3/? + 2>i)-6^A , -3)-4«KA'-2)-I2«'. 

Addiert man diese Gleichung zu der mit 4 multiplicierten ersten Gleichung in 
Nr. 109, und setzt für ß den äquivalenten Ausdruck (97): 

so erhält man: 

1)-2x-2«(a>— 8)-3-1-30(a»-6)— Gt-1S«' = p(p—Z)— 3o. 

112. Daraus ergibt sich sogleich die Classe der Curve (£). Diese Curve 
hat x scheinbare Doppelpuncte, «(/»— 8) wirkliche Doppelpuncte, + 6) 
stationäre Puncte, t dreifache und «' vierfache Puncte, von denen jetler sechs 
Doppelpuucten und zwei Spitzen gleich gilt (106, Anmerkung). Ausserdem 
hat die Curve (?) noch weitere y' Doppelpuncte entsprechend den Ebenen, 
welche F längs zwei verschiedener Generatrixen berühren. 

Betrachten wir nähmlich eine solche Ebene , welche die Curve (y) in zwei 
Puncten m, m' osculiert und F längs der beiden Geraden nm, nm' berührt. Diese 
Ebene schneidet F längs einer Curve l der (p— 4) ten Ordnung und (M— 2)-ter 
Classe, mit * + f-6 Spitzen also im Besitz von 

4Ca»-4Xa»-5)- (a*-2)-3(k + 0-6)] = $+<o-4( P -b) 

Doppelpuncten. Der Punct n ist für den vollständigen Schnitt vierfach und 
stellt also vier Durchschnittspuncto der Ebene mm'n mit der Knotcncurve 
dar, und folglich fallen die übrigen 4{P — t>) Durchschnittupuncte zu zwei und 
zwei auf die Durchschnittspuncto von l mit der Geraden mn, nt'n; das heisst, 
jede von diesen Geraden berührt l in einem Puncte (m oder m') und schneidet 
sie noch in andern p— C Puncten. Die Ebene mrn'n hat also mit der Kno- 
teneurve in n eine vierpunetige Berührung und noch 2(/>— 6) andere zwei- 
punetige Contacte, und jede der Geraden nm, nm' trifft nicht mehr als p — 6 
andere Generatrixen. Schneiden wir also die Curve (£) durch eine Ebene, 
die durch nm geht oder auch durch nm', so gilt n immer für zwei zusammen- 
fallende Durchschnittspuncte ; das heisst n ist ein Doppelpunct für die Curve 
(£). Man sieht nun leicht, dass die beiden Tangenten dieser Curve in n in 
der Ebene ntm'n enthalten sind und mit den beiden Generatrixen nm, nm' 
ein harmonisches Büschel bilden • 



1) Die corrclatire Eigenschaft ist: Wenn die Curro (v) einen Doppelpunct m 
bat, so berührt dio Ebene der beiden Tangenten die doppeltberührende Developpable 
(die von der Classe i? ist) l&ngs zwei Geradon, welche durch m gehen, und den 
beiden Tangenten der Cuspidalcurve harmoniach conjugiert sind. Diese beideu Ge- 
raden sind dio Spuren der Ebenen, welche in m mit der Knotencurve einen siebon- 
panetigen Contact haben. 
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Dies vorausgesetzt, ist mit Rücksicht auf die letzte Gleichung der Nr. III 
die Clasae der Knotencurve, das heisst die Ordnung der Developpablen, welche 
von ihren Tangenten erzeugt wird, gleich 

p(fi-3) —da—ty'. 

Gemäss dem Dualitätsprincip ist dann die Ordnung der doppeltberührenden 
Developpablen der Curve (*) gleich 

P {v— 8)— 3/5 — 2»*. 



CAPITEL V. 

PROJECTIVISCHE FLÄCHENBÜSCHEL. 

113. Es sind zwei projectivische FlächenbUschel bezüglich »i-ter und 
va-ter Ordnung gegeben; was ist der Ort der Durchschuittscurve vi^-ter 
Ordnung zweier entsprechender Flächen? 

Ist je ein beliebiger Punct einer Geraden r, so geht durch x eine Fläche 
des ersten Büschels. Die entsprechende Fläche des zweiten Büschels schnei- 
det t in Puncten Umgekehrt geht durch einen Punct jr' eine Fläche 
des zweiten Büschels, und die entsprechende Fläche des ersten Büschels 
schneidet t in v\ Pnncten x. Wir haben daher auf * zwei Reihen von 
Puncten jr, x' mit der Beziehung (v lt v 3 ) und die Zahl der zusammenfallen- 
den Puncto ist daher v x -\- w s . Der gesuchte Ort ist also eine Fläche 
vi -\- v t yter Ordnung. 

Oder auch: Eine beliebige Ebene schneidet die gegebenen Flächen in 
Curven, die zwei projectivische Büschel bilden. Nun ist der Ort der Durch- 
schnittspunete entsprechender Curven eine Curve (vi -{- fj)-ter Ordnung 1 ), 
also wird der gesuchte Ort von jeder beliebigen Ebene in einer Curve 
(vi -+- vjj-ter Ordnung geschnitten. 

Diese Fläche geht durch die Curven v^-ter, v a 8 -ter Ordnung, welche 
die Basen der beiden Büschel bilden, weil jeder Punct dieser Curven in 
allen Flächen des einen Büschels und in einer Fläche des andern liegt. 

Sei o ein Punct der Curve ("i'), S» diejenige Fläche des zweiten Bü- 
schels, die durch o geht, Si die entsprechende Fläche des ersten Büschels 
und P die Ebene, welche S x in o berührt Dann schneidet P die Si in 
einer Curve, welche iu a einen Doppelpunct hat, und St in einer Curve, die 



i) Gra68m*hh, Die höhere PrqjecttvUOt in der Ebene. (Crelles Journal, 
Bd. 42; 1851. S. 202). - Einleitung, No. 50- 
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durch o geht. Folglich») ist o auch für die Curve (v t \- v 3 ) t der Durch- 
schnittscurve der Fläche (v, -j- v s ) mit der Ebene P, ein Doppelpunct, das 
heisst, diese Flüche wird in o von der Kbene /' berührt. 

114. Auf einer Fläche S der (*i + v 2 )-ten Ordnung denken wir uns 
eine Curve ci der v^-ten Ordnung gezogen, welche die Basis eines Flächen- 
büschels ^i-ter Ordnung bildet, und nehmen zunächst an, es sei *i > 
Es heien S\, »SV zwei Flächen dieses Büschels. Da die Flächen <S'i, S die 
Curve ci gemein haben, die auf einer Fläche der vj-ten Ordnung liegt, 
so schneiden sie sich ausserdem noch in einer Curve ^«a-ter Ordnung, die 
auf einer Fläche >S* der v-j-ten Ordnung liegt 2 ), die nur eine sein kann, 
weil zwei Flächen -ter Ordnung keine Curve gemein haben können, deren 
Ordnungszahl ^jfj^ "s 3 ist. Ebenso schneiden sich die Flächen Si, 8, 
da sie beide durch die Curve c\ gehen, die auf einer Fläche Si der "i-tcn 
Ordnung liegt, ausserdem längs einer Curve der v^vj-ten Ordnung, die auf 
einer völlig bestimmten Fläche 5 2 ' der vj-ten Ordnung liegt. Die Puncte, 
in denen die gemeinschaftliche Curve c> der Flächen &>, «V die Flächen 
S\, Hi 4 trifft, gehören bezüglich zu den Curvcn *!>Y'$Yj das heisst, 

sie liegen sämmtlich auf der Fläche S. Ihre Zahl 2>jv^ 2 übersteigt aber 
die Zahl (v t -\- f*)^ 2 der Durchsehnittspuucte einer Curve f j 3 -ter Ordnung 
mit einer Fläche der (vj-r- v 4 )-ten Ordnung, und es liegt daher die Curve 
S 2 Sa' vollständig auf S und bildet dort die Basis eines Büschels * 2 -ter 
Ordnung. Wir haben somit auf S zwei Curven c\, c-j, welche die ßasiscur- 
ven zweier Büschel (»S'i, «S'i'» . . . ), (S2, »SV, . • . ) der vj-ten und Vften 
Ordnung bilden. Jede Fläche des ersten Büschels schneidet 8 längs einer 
Curve der «M^-ten Ordnung, durch welche eine ganz bestimmte Fläche des 
zweiten Büschels geht, und umgekehrt, die zweite Fläche individualisiert die 
erste. Die beiden Büschel sind daher projectivisch und der Ort der Durch- 
schnittscurven entsprechender Flächen ist 8. 

Es sei zweitens *\ < Eine beliebige Fläche *S\ der Ordnung *i 
welche durch die Curve c\ geht, schneidet 8 längs einer andern Curve 
der vi^s-ten Ordnung, durch welche (20, Anmerkung) eine unbegrenzte Zahl 
von Flächen f 4 -ter Ordnung geht. Es sei S3 eine derselben, welche dadurch 
bestimmt ist, dass auf der Fläche 8 ausserhalb der Curve a noch 
tt( v -2 — V! )— j- 1 beliebige Puncte fixiert sind. Dann schneidet »Sj die 8 in einer 
andern Curve C3 der f^-teu Ordnung, welche die Basis eines Büschels 
*2-ter Ordnung bildet 3 ). Eine andere Fläche »S'i der Vi-ten Ordnung, die 
auch durch q geht, schneidet 8 in einer andern Curve der fi^-tcn Ord- 



') Einleitung, No. 51, b. 

*) Diese Behauptung ist eine unmittelbare Folge der analogen Eigenschaft, 
welche (Einleitung, 44) für die Curren besieht, die bei Durchschneiden tlei Fla- 
chen in Hedo durch eine Ebene entstehen. * 

3 ) Klan sehe die Bemerkung der letzten Note. 
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nung, welche vivj 2 Puncto mit geraein hat, nämlich die Puncto, in denen 
a von Si getroffen wird; folglich enthält die Fläche 6V der vj-ten Ordnung, 
die durch und einen neuen beliebig auf der letzten Curve »^»»a-ter Ord- 
nung angenommenen Punct geht, ' diese letztere Curve vollständig. Auf diese 
Weise haben wir wie im ersten Falle auf 8 zwei Curven c\ , Ca , welche die 
Basiscurven zweier projectivischer Büschel bilden, deren entsprechende Flä- 
chen sich in Curven schneiden, die sämmtlich auf 8 liegen 1 ). 

115. Es seien wieder zwei projectivische Fliichenbüschel gegeben, das 
erste von der Ordnung *' , das zweite von der Ordnung v—v"<ct>'. In 

ihnen mögen die Flächen 6V', >S'y" -\- S v > v " de» ersten Büschels — 

S y " «SV'_v" ist hierbei der Complex der beiden Flächen 6V", Sy'—y" 
— respective den Flächen S v ~ v » t 6V— v' + 6V'— y" des zweiten Büschels 
entsprechen. Als Ort der gemeinschaftlichen Durchschnittscurven der ent- 
sprechenden Flächen erhält man dann den Complex der Fläche Sy'—y" und 
einer zweiten Fläche 6V der Men Ordnung und kann damit das vorher- 
gehende Theorem auf folgende Weise darstellen: 

Man habe die drei Flächen S Vf .SV', 6V", deren erste durch die Durch- 
sebnittscurve fV'-ter Ordnung der beiden andern Flächen geht, und es sei 
y 5; v', >< >' + v" und V ^ v". Die Fläche 6V' schneidet S v längs einer 
anderen Curve der y'(y— v")-ten Ordnung, die auf einer Fläche 6V— v " liegt, 
welche vollständig und eindeutig bestimmt ist, weil v—v"<zv' ist. Eenso 
haben »SV" nnd »SV eine andere Curve der y"(" — "') - tcn Ordnung gemein, die 
auf einer Fläche »SV—/ liegt, die gleichfalls eindeutig bestimmt ist, da 
v— y'<y" ist. Nun schneiden sich 6V_y» und »SV— y" längs einer Curve, 
die auf S v liegt gemäss dem allgemeinen Theorem (114). Auf diese Weise 
sind also, wenn »SV, 6V', 6V" gegeben sind, die Flächen 6V y' f Sy y" voll- 
ständig und nur auf eine Weise individualisiert, uud 6V gehört zu demselben 

•Büschel, zn welchem die zusammengesetzten Flächen »SV'-pSV— y', 6V"-}-6V y" 

gehören. Sind also jetzt nur die Flüchen 6>, 6> gegeben, so kann S v , da 
Sy V ', S v v '> genau 

n(v-y') + Ä(y-v") 
Bedingungen geniigen können, und man, um eine Fläche eines Büschels fest- 
zulegen, einer neuen Bedingung genügen rauss, 

«("-V) + + 1 

Bedingungen erfüllen. Man hat daher den Satz: 

Soll Sy durch die Curve 6V'6V" hindurchgehen, so gilt das gleich, alt 
sollte sie durch 

tt(v) - tt(v-v') - tt(v-x") - 1 
beliebig gegebene Puncte gehen, 
Oder auch: 



i) Chasi.es, Dtux the'orime» generaux tur let courbe» et let turfacet giomi- 
trique» de Unu let ordre», (Compte rendu du 28 decembre 1857). 
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Jede Fläche v-ter Ordnung, welche durch 

n(v) - w(v - n^-o — i 

beliebige Puncte der Durchschnittscurve ztoeier Fläche» f'-ter und >"-ter Ord- 
nung (» < >' + geht, enthält diese Curve vollständig. 
Eine Flächo *-ter Ordnung, die durch 

tt(>) - XK'-u 1 ) - n(*->") - 2 
beliebige Puncte der Curve {>' >") geht, Hchneidet sie noch in 

w V - «(>) -f- «(> + »(•'-«'") + 2 
weiteren Puncten, die durch die ersten mit bestimmt sein müssen, da sie 
nicht beliebig sein können, ohne dass die Fläche die Curve vollständig ent- 
hielte. Alle Flachen also, welche durch die ersten Puncte gehen, enthalten 
auch die anderen. Man hat daher den SaU: 

Die Durch 9chtiUt*2>uncte dreier Flächen von den respectiven Ordnun- 

gen v t v\ v" sind durch 

H(y) - - tt(»-v") - 2 

fön ihnen bestimmt, vorausgesetzt, dass dv- grbsste der Zoldem v, kleiner 
ist als die Summe der beiden andern. 

116. Es »ei jetzt die zusammengesetzte Flüche S v + S y < _ v >> mittelst 
zwei projectivischer FlächenbUachel erzeugt, in denen den Flächen £„« t 
«S'y" + 'V_V des eisten Büschels die Flächen 6'„_ v " $ v — v' + *V— *" des 
zweiten der Reihe nach entsprechen, aber es sei jetzt >^»' + *"t 

Es seien die Flächen S v> .V v<> »N> gegeben. Die Fläche .S' k < schneidet 
S v in einer Curve der v'(v — v")-ten Ordnung durch welche zusammen mit 
Xl(v— v'— y")-f 1 weiteren Puncten, die wir auf S u nehmen, eine Fläche 
*V„_ V '< der (v— v")-ten Ordnung geht (114). Ebenso schneidet 8 V » die 
S v in einer Curve v')-ter Ordnung, durch welche im Verein mit den 

obigen weiteren Puncten eine Flüche der (v— v')-ten Ordnung geht. 

Die beiden Flächen S v _ v ,^ >%_ ¥ >, schneiden sich auf S v , welche folglicli 
zusammen mit <S V < + «-V v _ > < und »*»'„"+■ demselben Büschel angehört. 

Sind ausser der Curve S.yS^- auch die weiteren Puncte im Räume ge- 
geben, aber S y nicht gegeben, so kann die Fläche •S\_ v ,< , die durch diese 
Puncte gehen muss, noch andern 

Bedingungen genügen, und ebenso ^u — v" noch andern 

H(v-v")-tt(v-v'-y")-l 
Bedingungen. Also kann .V„ auch 

[»(v- ~><">-i] + [n(v-v")-n(^-v-v")-i]+i 

Bedingungen Genüge leisten. Es folgt also, dass für S y die Bedingung, 
durch die Curve Ü y u%« und die weiteren Puncte zu gehen, so viel gilt als 

n(»)~M v-i,')-n(>_„") + 2 n(v-v'-w")-i- 1 

Bedingungen. Das Enthalten der Curve entspricht folglich 
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H(»')-«(v-v')-n( 1 ,-w") + n( 1 /-v'-v")=lv'y'V2v-V-v" + 4) 
Bedingungen. 

Geht also unter der jetzigen Voraussetzung eine Fläche v-ter Ordnung 
durch 

m»)— »(»— *")-«( v— v")+tt(v-v'-v") 

beliebige Puncle der Durchechnütecurve zweier Flächen v'-ter, v"-ter Ordnung, 
$o enthält tie dieselbe vollst ändia. 

und man hat folglich den Satz: 

Jede Fläche v-ter Ordnung, welche durch 

n(*)-n(v-v')-»(v-o+nc->'->'")-i 

beliebige Puncle der Curve (vV) ^eAr, *ri#i dieselbe noch in andern 

vvV'-|l(v) + n(v-v')4-«(''-v")-Ä(''-'' , -»'") + l== — ^-^ — -+i 

Oder auch: 

Die vvV Durchscbuittspuncte dreier Flächen bezüglich von den Ord- 
nangen sind durch * — — ^ — '— 1 von ihnen vollständig be- 

stimmt, vorausgesetzt, dass die grösste der Zahlen v, v',»" nicht kleiner ist 
ab die Summe der beiden andern >). 

117. Gegeben zwei Flächen »yter und lyter Ordnung. Was ist der 
Ort eines Punctes jr, dessen Polarebenen in Bezug auf jene Flächen sich auf 
einer gegebenen Geraden r schneiden? -' 

Gehen durch eben Punct i von r die Polarebenen von jr, so schneiden 
sich umgekehrt die ersten Polarilächen von t in j (62). Lässt man t sich auf 
r bewegen, so bilden die ersten Polarflächen zwei projectivische Büschel (86) 
bezüglich von der (Vj— l)-ten, (v,— l)-ten Ordnung und diese erzeugen (113.) 
eine Fläche der (>, -f 2)-ten Ordnung, welche der gesuchte Ort ist. 

Jeder gemeinschaftliche Punct dieser Fläche und der Duchachnittscurve 
der beiden gegebenen Flächen hat zu Polarebenen die Tangentialebenen der 
beiden Flächen in diesem Puncle und folglich ist die Durchschnittsgerade 
dieser beiden Ebenen die Tangente der Curve ("^j) im nämlichen Puncte, 
Diese Durchschnittsgerade trifft aber die Gerade r, und es gibt also so viele 
Durcbschnittspuncte der Fläche (y l -f 2)-ter Ordnung mit der Curve (>,>.,) 
als es Tangenten von ("j 1 ',) gibt, die von r getroffen werden. Nehmen wir • 
jetzt an, die Curve ("^j) hätte <? Doppelpuncte und a Spitzen, das hcisst, 
die beiden gegebenen Flächen hätten in <? Puncten eine einfache und in 9 Punctep 
eine stationäre Berührung, so gehören diese Puncte offenbar auch der Fläche 



i) Jacobi, o. o. O. 
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(Vj-f^— 2) an, und die Zahl der überbleibenden Dnrchschnittspnncte ist 
Man hat also: 

LHe Tr.iigenten der Durchtchnilttcurre- zweier Flächen >.-ter, »„-ter Ord- 
nung, die d nnfadte und a stationäre Berüftrungen habai , bilden eine Deve- 
loppable von der Ordnung 

V2 ( "i + **- 2) - 2J - 3<r - 
Auf diese Weise kennen wir von der Curve (^j) die Ordnung v = Vj f Jt 
die Ordnung der osculierenden Developpablen p = V»("i + "i — 2 ^~~ 2< *~ 3<r 
und die Zahl der stationären Puncto ß—o. Die Formeln von Caylev (12, 
79) geben nun die übrigen Charakteristiken: 
2» = v J v a (i/ l - i)(u 2 _i), 

o=:2v 1 v 2 (3v 1 + 3v 2 -10)-3(4^+5«r), 

2/= V^'i + T 3 ) |9»' 1 '' a ( l 'i + J ' S - 3 )- 6 < G<? + 8<T )- 22 l 

+ 5v 4 + (6«»+8»)(6*+84r-H7). 

2£ = Vt< y i + V- 2 > (^^(Vj-f v 2 _2)-2r>«y-f-3*)-4} 

+ <2«*+3<r>»-h Sd+11*. 

2?= + li >l v^ 1 + v J -2)-2(2J + 8<r)-10} 

+ 8 Vs + < 5<? + 3tf)2 + 27<f 

Hierin ist « die Zahl der scheinbaren Doppclpunctc der Curve, die Zahl 
der wirklichen Doppelpuncte, welche 9 ist, nicht eingerechnet. 

Das Geschlecht der Curve ist 

i(V S - 1 )( > '^^- 2 )-( < ' + J + <T )=*V3^ s 'l + , '^-• , )-^ J + <, ~ , ) 
und ist gleich Null, wenn die Curve ihre grösste Zahl von Doppelpnncten 
hat. Folglich entsteht der Satz: 

Die gröttte Zahl der Puncte, in denen zwei Flächen >yter, v % -ter Ord- 



J ) Die Zahl der überbleibenden Durclischnittapunete sei 

vift(i»i+ *,-2)-£J->?<r, 
wo £ und 1} noch su bestimmende CoeiBcienten sind. Zu die.-em Zwecke setze 
man Vi = v, = 1, dann wird die Flache (*|-f~"* — 2) die erste Polarflache des 
Pnnctes o, in dem r eine Ebene P trifft, in Besag auf eine gegebene Flache F Vm 
Die Tangenten der Cunre PF V> welche durch r getroffen werden, sind diejenigen, 
welche durch o gehen, also muss die Zahl 

v,vt(v t -f v»— 2)— i?<r 
die Ciasse der Curre .PF,, ausdrucken. Diese ist aber gleich y(v— 1)— 2d— 3* und 
folglich ist $ = 2 und ij=r3. 
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118. Die Zahl « der Geraden, die durch einen festen Punct o gehen, 
und jede die Burchschnittscurve zweier Flächen F Vl , F v in zwei Puncten 
treffen, kann man auch direct, wie folgt, bestimmen. 

Wie es schon anderswo (77 — 79) gezeigt ist, bilde man für jede der 
beiden gegebenen Flächen die Reihe der perepectivischen Flächen F'v J » -^'v a 
und die Reihe der abgeleiteten Flächen ^ i, $ Vi —\ entsprechend den ver- 
schiedenen Werthen eines gewissen Doppclverhiiltnisses und zwar unter Be- 
nutzung des Poles 0 und einer willkürlichen Ebene P. Die so bestimmten vier 
Reihen von Flächen sind projectivisch, wenn man nur als entsprechende Ele- 
mente diejenigen Flächen annimmt, die ein und demselben Werthe des Doppel- 
verhältnisses entsprechen. 

Die Ordnung und der Index der Reihen, die durch die Flächen F'v it 
F' v gebildet werden, sind » v v a , und also ist l ) der Ort der gemeinschaftlichen 
Curve zweier entsprechender Flächen dieser Reihen von der 2* , 1 »yten Ord- 
nung. In diesem Orte ist ferner die Kbene P ^»ymal enthalten. Denn die 
Flächen der ersten Reihe und die v 2 Flüchen der zweiten Reihe, welche 
durch einen beliebigen Punct p von P gehen, fallen mit der Ebene P zu- 
sammen, weil alle Flächen jeder Reihe durch ein und dieselbe Curve, 
die in der Ebene P liegt, gehen. Der Punct p gehört daher *j Flächen der 
ersten und Flächen der zweiten Reihe an, und jede beliebige der letzten 
kann als jeder beliebigen der ersten entsprechend angenommen werden ; also 
ist auch p ein (fjV^facher Punct für den durch diese beiden Reihen er- 
zeugten Ort. 

Dieser Ort ist, von der Ebene P abgesehen, aus einer Fläche v^-ter 
Ordnung gebildet, die nichts Anderes ist, als der Kegel K, dessen Scheitel 
in 0 liegt, und dessen Directrix die Curve (f,v 2 ) ist, welche beiden Flächen 
gemein ist; denn dieser Kegel geht durch die gemeinsame Curve irgend 
zwei entsprechender Flächen F Vl , F^. 

In ähnlicher Weise erzeugen die beiden Reihen der ^ V( _i, $ Vt — 1 emÄ 
Fläche B von der Ordnung (v — 1) (v g — 1). Nun gehört jeder den Flächen 
F\> 1 und § Vl ~ 1 gemeinschaftliche Punct auch der entsprechenden Fläche F' V1 
an, und ebenso jeder den Flächen F^ und £ Vj _, gemeinschaftliche Punct auch 
der entsprechenden F' Vj , und so muss also jeder Punct 0', der auf dem Orte B 
liegt — und daher in zwei entsprechenden Flächen , $ Vj ~i — und in 

der Curve F v . F vy auch in zwei entsprechenden Flächen F' Vl , F' Vi , liegen- 
Der Strahl Oa' enthält folglich ausserdem noch einen Punct 0, der F i>l und 
F„ 2 gemein ist, das heisst, dieser Strahl trifft die Curve F n F v ^ in zwei ge- 
trennten Puncten. Ich sage getrennt, weil zwei homologe Puncte der Flüchen 
F y ,F y nur zusammenfallen, wenn sie in der ersten Polarfläche von 0 in 
Bezug auf F v liegen; die beiden Puncte a, a' fallen daher nur dann zu- 
sammen, wenn F n} F V2 mit ihrer ersten Polarflüche einen gemeinsamen Punct 



i) Einleitung, Nr. 83. 
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haben, oder auch — wegen der Willkürlichkeit des Poles o — wenn F >x und 
Fy 2 einen vielfachen Punct gemein haben. 

Halten wir also fest, das« o ein ganz beliebig gegebener Punct ist, and 
das F Vl , F Vi keino gemeinschaftlichen vielfachen Pnncte besitzen, wenn sie 
auch Bcrührungspuncte haben, so sind die »ft (*,— 1) (y- 1) Durchschnitta- 
puncte von S mit der Curve F Vj F Vi zu zwei und zwei mit dem Pole e in 
gerader Linie, das heisst, durch o gehen 

« = 1^(^-1)^,-1) 

Sehnen der Curve F„, F„ r 

119. Wenn die Flächen ?*„i> ^Vj einen gemeinschaftlichen Punct a haben, 
der bezüglich 5^ -fach, «yfach ist, so ist im Allgemeinen a für die gemein- 
Hchaftliche Durchschnittscurve beider Flächen f^ fach. Da nun der Strahl 
oa die Fläche F vx anderswo nur noch in *j und F v% nur noch in 
Puncten triflft, so werden in a 

<*,— IM",-*,)«,-! 

Flächen £ V| _i mit der ersten Polarfläche von o in Bezug auf F Vj zusammen- 
fallen und ebenso 

< V-l)— ( V V = "'s -1 
Flächen «f, _i mit der ersten Polartlüche von o in Bezug auf F M 

Eine beliebige von diesen t. — 1 Flächen 9 Vx —\ kann man als corre&- 
dondierende Fläche für jede beliebige der — 1 Flächen «fy,— i ansehen, und 
folglich ist o für 8 ein (t,— lX* t — D-facher Punct und stellt in Folge 
dessen jr,*^*,— D(*,— 1) Durchschnittspuncte von S und der Curve F Vl F Vj 
dar. Die Zahl der Sehnen dieser Curve, welche durch o geben ist also 

« = !|>' I v 3 (y | -l)(v 2 -l)- 7 r J 7r J (^-lK>r > ~l)j 

Unter derselben Voraussetzung, wie wir sie oben gemacht haben, ist der 
Punct a für alle ersten Polarflächen in Bezug auf F Vl , F VJ bezüglich 1)- 
fach und (ff,— l)-fach (92) und ist also für die Fläche (»' 1 +*' 2 — 2)ter Ord- 
nung, den Ort der Puncto, deren Polarebene für die gegebenen Flächen 
sich auf einer festen Geraden schneiden (107), ein (7Tj -{- »r, — 2)-facher Punct. 
Die Tangenten der Curve F Vl F VJ bilden also in diesem Falle eine Dovelop- 
pable von der Ordnung 

P = Y a (", + v 3 -f)-^d-Ze-T: x Tt % (* i +Jr,-2). 

120. Wir setzen jetzt voraus, dass die beiden Flächen (v x ) , sich in 
zwei Curven schneiden, deren Ordnungszahlen <p' (p-f p' = vfo), und 
deren Classen p, p' sind. Wir bezeichnen durch «, d; u',d' die Zahl ihrer 
scheinbaren und wirklichen Doppelpuncte ; durch o, die Zahl ihrer 
stationären Puncto , und durch x die Zahl ihrer scheinbaren Durchschnitts- 
puncte, das heisst die Zahl der Geraden, die man durch einen beliebigen 
Punct des Raumes so ziehen kann , dass sie beide Curven schneiden. Nun 
haben wir (117, 12): 
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\ p'z= 9 < ( 9 >-\)— w 

und hieraus 

Wir bemerken ferner, das« die Fläche der (^-f v^— 2)-ten Ordnung, der 
Ort der Puncte, deren Polarebenen in Bezug auf die beiden gegebenen 
Flächen sich auf einer gegebenen Geraden r treffen (117), die Curvo (y>) 
nicht nur in den Puncten schneidet, in denen dieselbe von Geraden berührt 
wird, die durch r geschnitten werden, sondern auch in den Puncten, in denen 
die Curve (p) von der Curve (p ) geschnitten wird , da jeder solcher Punct 
ein Berührungspunct beider Flächen ist. Wenn also t die Zahl der wirk- 
lichen Durchschnittspuncte der beiden Curven (y), (y>*) ist, so haben wir : 

(Vj + V-2)? = /> + c+2*+3<r, 

nnd analog 
Folglich auch 

+ »t-W-r') = ir-p') + +3 ) 

Ans dieser Gleichung und einer vorhergehenden erhalt man nun: 
und hieraus 

1^,-1X^-1) = 2« + *, 

Is^-iX'j-l) 

Mittelst dieser Gleichungen erhält man «' und x , wenn « gegeben ist, 
nnd, wenn p bekannt ist, p- und i, wo man entweder die Zahlen ö, a, d', a', 
gleich Null setzen muss oder als bekannt betrachten. Eins der gefundenen 
Resultate lässt sich folgendermassen aussprechen : 

»Schneiden rieh zwei Flächen v^ter und v^-ter Ordnung auf einer Curve 
<p-ter Ordnung, deren Tangenten eine Developpablc p-ter Ordnung bilden, so 
haben die gegebenen Flächen noch eine andre Cnrve von der Ordnung tp' — v y "j— j» 
gemein, welche die erete in 

* = (» x + '' i -2)r-p 
Puncten schneidet, und die Rückkeltrcurve einer Developjfablen von der Ordnung 

P'^iy^^-Wv-rt+p 

üt l). 

121. Wir wollen voraussetzen, dnreh die Curve (p) ginge eine dritte 
Fläche (* 3 ). Diese trifft die Curve (jp') nicht blos in den obengenannten 
t Puncten, sondern noch in andern 

v 9 y'-t = Va v- 9 >(> l -f v a -f v> - 2) + p 

Puncten, die nicht auf der Curve ? liegen; folglich hat man den SaU: 



i) Salmox, Oeomeiry of thret dimention», p. 274. 
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Wenn drei Flächen >^-ter t v^-ter, v^-ter Ordnung eine Curve y-ter Ordnung 
gemein haben, deren Tangenten eine. Devcloppable p~ter Ordnung bilden, so 
schneiden sie sich in 

Puncten, die nicht auf dieser Qurvc liegen 

ITabcn die beiden Flächen (f,), (v a ) einen gemeinschaftlichen Punct a, 
der für die Flächen bezüglich ^-fach, * s -fach ist und ^-fach, tf''-fach für 
die Curven (p), (?'), so das« also = *, * 3 ist, so erhalten wir an Stelle 

der obigen Gleichungen (120) folgende anderen: 

",(-,-1X^-1)-^ ^(^-lK^-l) = 2(« + «' + «), 

p = rir-\)-2(s+t)-$*-<p<<p-\i 

p< = ? V-l)-2(« , + J-)-3«r»-v.'''(^-in 
(Vj + Vf _ 2)J , = p + t +2 * + 3<r + (»j + «,-2)0, 
<*! + v.-Sy = />' + 1 + **' + 8* ' + (», + 
f(" 1 -lK" t -lW<» | -lK'r I -l) = 2ii + x, 
f '(v-lX^-1 W'^-lX^-l) = 2«' + *, 

Es hat keine Schwierigkeit die analogen Gleichungen für den Fall auf- 
zustellen, dass die beiden Flächen sich längs drei getrennter Curven schneiden ; 
u. s. w. 

122. Es seien drei projectivische Flächenbüschel v,-ter, » 9 -tor, lytcr 
Ordnung gegeben. Die beiden ersten Büschel erzeugen in der Art wie es 
oben (113) gezeigt ist, eine Fläche (v -f- vj-ter Ordnung, und in ähnlicher 
Weise erzeugen das erste und dritte Büschel eine andere Fläche ("j + ^-ter 
Ordnung. Beide Flächen gehen durch die Curve v^-ter Ordnung, welche die 
Basis des ersten Büschels bildet, sie schneiden sich also ausserdem in einer 
Curve der Ordnung (»'j-r- v j)("x + v 3 )— v \> und man bat folglich den Satz: 

Der Ort der Puncte, in denen sich #vW entsprechende Flächen dreier pro- 
jr et i vi seh er Büschel bezüglich von den Ordnungen Vj, v jf schneiden, ist eine 
Rawmcurve von der (•V^H - v s v .-f- v x v %)^ m Ordnung. 

Diese Curve liegt auf den drei Flächen (vj-j-^-ter, (•' s + v 1 )-ter,(> 1 +»' 3 Vter 
Ordnung, die durch die drei Büschel zu zwei und zwei genommen entstehen. 
Sie hat ausserdem offenbar die Eigenschaft durch die ^(v, + * 9 ) Puncte zu 
gehen, in der die Basis des ersten Büschels die von den beiden andern er- 
zeugte Fläche schneidet; u. s. w. 

123. Es sind gegeben ein Flächcnbüschel v-ter Ordnung und auf einer 
gegebenen Ebene P drei Puncte 0, b, c nicht in gerader Linie. Ist m ein 



1) Man konnte die allgemeine Frage bebandeln: In wioriol Puncten schneiden 
eich drei Flachen (vi), (v,), welche eine Curre p) gemein haben, die für 
die drei Flachen der Reihe nach d,-fach, «Yfach, da-freh »t? 
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gemeinschaftlicher Punct der ersten Polarttächen von a, b, c in Hezug auf 
irgend eine Fläche des Küachel«, so ist m ein Pol der Ebene P in Bezug 
auf diese Flache (87). Nun bilden die ersten Polardächen der Puncte a, 
\>, c in Bezug auf die Flächen des Büschels drei neue projectivische Büschel 
(74) von der Ordnung >— l, und der Ort eines Punctes m, durch den drei 
entspsrechende Flächen dieser drei Büschel gehen ist (122) eine Raumcurve 
der 3(* — l) J -ten Ordnung. Also gilt der Satz: 

Dsr Ort der Pole einer Ebene in Bezug auf die Flächen eines Büschels 
v-ter Ordnung ist eine Raumcurve der 3(v — 1 ()rdnung. 

Diese Cnrve geht offenbar durch die Puncte, in denen die gegebene 
Ebene Flächen des gegebenen Büschels berührt (4). 

124. Man hat vier projectivischo Flnchenbüachel von den reepectiven 
Ordnungszahlen v , v , t< 3 , v . Die drei ersten Büschel erzeugen (122) eine 
Curve der (Ya~t" Yi~^~ v . v 2 )*ten Ordnung, während das erste und vierte 
Büschel einer Fläche der (",-fr- ^Vten Ordnung Entstehung geben (113), 
welche durch die Basiscurve des ersten Büschels geht und folglich 
Durchachnittspunctc mit der Curve hat, welche durch die ersten drei Büschel 
entsteht. Diese Curve und die vorgenannte Fläche haben also noch 

( Vi- Ya ~ ? ' "» Vl ' ^ ~ *' ( "* _l ~ V » } 
andere Puncto gemein. Das liefert den Satz: 
Es gibt 

V^+Vi'i+Vi'i+'iVs 

Puncte, durch die jedesmal vier entsprechende Flächen von vier projecti irischen 
Büscheln von den re*pectivat Ordnungszahlen v jf > 3 , hindurchgehen. 

Diese Puncte liegen auf den sechs Flächen, die durch die gegebenen 
Büschel zn zwei und zwei genommen entstehen und auch auf den vier Raum- 
curven, welche dieselben Büschel zu drei und drei genommen erzeugen. 

125. In einem Flächenbüschel v-ter Ordnung existieren wie viel Flächen 
mit einem Doppelpunct? Man nehme beliebig im Räume vier Puncte an, 
dann bilden ihre ersten Polarrlächcn in Bezug auf die Flächen des Büschels 
(74) vier projectivischo Büschel (v— l)-ter Ordnung. Hat eine der gegebenen 
Flächen einen Doppelpunct, so gehen durch ihn die ersten Polarflächen jedes 
beliebigen Poles (73), und die Doppelpuncte der gegebenen Flächen sind also 
diejenigen Puncte des Raumes, durch welche vier entsprechende Flächen der 
genannten vier Büschel gehen. Folglich hat man (124) den Satz: 

In einem Flächenlmschd v-ter Ordnung gibt es 4(v— l) 3 Flächen mit 
einein Doppelpunct. 

Die Polarebenen eiues festen Poles in Bezng auf die Flächen eines 
Büschels bilden ein dem ersten projectivischen Büschel. Ist aber der Pol 
ein Doppelpunct einer dieser Flächen, so ist für diese die Polarebene unbe- 
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stimmt. Jeder Htr i{> ■ \) 9 Doppelpuncte hat daher dieselbe Polarebene in 
Bezug auf alle Flächen dt, BütckeJt 



C API TEL VI. 

PROJECTIVISCHE FLÄCHENNETZE. 

126. Hat man zwei projectivische Netze fj-ter und >yter Ordnung, so 
erzeugt ein beliebiges Büschel des ersten Netzes nnd das entsprechende 
Büschel des zweiten eine Fläche P der (v, + Vj)-ten Ordnung. Die Flächen 
P bilden ein neues Netz. Es seien nämlich a und b zwei beliebige Puncte 
des Raumes, dann gehen durch a eine unbegrenzte Zahl von Flächen des 
ersten Netzes, die ein Büschel bilden; die entsprechenden Flächen des zweiten 
Netzes bilden ein anderes Büschel, unter dessen Flächen sich eine findet, 
welche durch o geht. Durch a gehen also zwei entsprechende Flächen P, P 
der beiden Netze, desgleichen durch b zwei entsprechende Flächen Q, Q' 
nnd die Flächen (P, Q), (P, Q') bestimmen zwei projectivische Büschel 
welche eine Fläche P 3 erzeugen, die einzige, welche gleichzeitig durch a 
und b geht. 

Ks sei R, R' ein anderes Paar entsprechender Flächen der beiden Netze, 
die nicht zu den obigen Büscheln (P, Q), (P, Q') gehören. Die Büschel 
(P, R), {P, R',) erzeugen dann eine zweite Fläche P Jt und ähnlich die Büschel 
(Q, R), (Q', R 1 ) eine dritte Fläche P r Die Flächen P,, P 8 haben die Curve 
PI* der VjVj-ten Ordnung gemein, schneiden sich also noch in einer anderen 
Curve der Ordnung 

Ein beliebiger Punct dieser letzteren Curve gehört der Flache P 3 an, 
und ist folglich auch zwei entsprechenden Flächen T f T' der beiden Büschel 
(R, P), (/?', P) gemein, und da er auch auf der Fläche P. liegen musß, 
gehört er auch zwei entsprechenden Flächen U, U' der Büschel (P, Q), 
(P, Q') an. Die beiden Büschel (Q, R), {T t U) gehören zu demselben Netze, 
und haben folglich eine gemeinschaftliche Fläche S, der eine audre Fläche S' 
entspricht, welche den beiden Büscheln (#', R'), (7", U') gemein ist Jeder 



>) Es ist klar, sobald in zwei gegebenen projectiriachen Buschein einem be- 
utimmten Elemente des einen ein unbestimmte!« Element des andern entspricht, dass 
dann jedem andern Element de« ersten Büschels im zweiten Büschel ein festes 
Element entspricht Dieses letzte Büschel enthalt daher nur ein einziges Element 
>) In dem 8inne, dass die entsprechenden Flachen der beiden Büschel auch 
entsprechende FUcben d«r beiden gegebenen Netze sind. 
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gemeinsame Punct der Flächen P a , P,, das hciest der Flächen T, T'; U, V 
ist also ein Basispunct der Büschel (T, U), (T 1 , U') und gehört deshalb auch 
den Flächen S, <S' an, also auch P,. Die Curve der Ordnung -f- v t ~f- ».»y 
welche zusammen mit der Curve PP' den Durchschuitt der Flächen P 3 , P 3 
bildet , liegt daher auch auf P, und bildet folglich die Basis des Netzes der 
Flächen P. Dieses Netz ist durch die Flächen P,, P,, P 3 bestimmt, die nicht 
zu demselben Netze gehören, weil die Curve PP' nicht auf Pj liegt. Wir 
erhalten so den Satz: 

Die Flächen (v^ -)- ",)-ter Ordnung, welche die DurcfiBchnitttcurven ent- 
sprechender Flächen ztceier projedivischer Flächennetze v^-ter und v^-ter Ord- 
nung enthalten, bilden ein neue» Netz und gehen tämmtlich durch dieselbe Raum- 

curve (* i , + V + Vj)" <<p Ordnung. 

Zwei Flächen des ersten Netzes schneiden sich in einer Curve v^-ter 
Ordnung, welcher im zweiten Netze eine Curve * 2 3 -ter Ordnung entspricht *)• 
Zwei solche Curven schneiden sich im Allgemeinen nicht, diejenigen aber, 
welche «ich treffen, bilden durch ihre Durchschnittspuncte die obengenannte 
Curve (V+V^ - "i v j) ter Ordnung. Mit andern Worten, diese Curve ist 
der Ort der gemeinschaftlichen Pnncte der Basiscurven zweier entsprechen- 
der Büschel; im Allgemeinen jedoch geht durch einen beliebigen Punct des 
Raumes nur ein Paar entsprechender Flächen. 

127. Man habe drei projectivische Flächennetze von den respectiven 
Ordnungszahlen * x , v J? was ist dann der Ort eines Punctes, durch den 
drei entsprechende Flächen gehen? 

Es sei t eine beliebige Transversale, i ein beliebiger Punct auf t ; dann 
gehen durch i zwei entsprechende Flächen der beiden ersten Netze, die ent- 
sprechende Fläche des dritten Netzes aber schneidet t in *- 3 Puncten i'. 
Nehmen wir umgekehrt auf t einen Punct i', so bilden die Flächen des 
dritten Netzes, welche durch t' gehen, ein Büschel, welchem in den beiden 
ersten Büscheln zwei projectivische Büschel entsprechen, welche (113) eine 
Fläche der (Vj "j)-ten Ordnung erzeugen, und diese trifft t in (»i~\~ v t) 
Puncten t. Man hat somit den Satz: 

Der Ort der gemeinschaßlichen Durchschnittspuncte von drei entsprechen- 
den Flächen dreier projectivischer Flächennetze, deren Ordnungen Vj. " 3 » " 8 sind, 
ist eine Fläche der (Vj-f v 4 + vj^en Ordnung. 

Diese Fläche geht 

1. Durch die Basispuncte des ersten Netzes und die analogen v,*, 
v, 1 Puncte der. beiden andern Netze; 

2. Durch eine unbegrenzte Zahl von Baumcurven von der Ordnung 
Yj + Vi + Vr welch « ( I22 ) durch je drei entsprechende Büschel der drei 
Netze entstehen; 



1) Indem man zwei Curven entsprechend nennt, welche aus dem Durchschnitt 
zweier entsprechender Flachenpsare entstehen. 
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3. Durch die Cum- (y^ \- f j^» ) tcr Ordnung, welche durch die 
beiden ersten Netze erzeugt wird (126), und durch die analogen Cnrven der 
1*2* + ¥ a* ■fV3 ) " tcn und der (*a*+V + , 3V" tcn Ordnung. 

128. Was ist der Ort der Pole einer Ebene in Bezug auf diu Flächen 
eines Netzes v-ter Ordnung? Sind a, b, c drei Puncte der gegebenen Ebene 
nicht in gerader Linie (123), so bilden die ersten Polarflächcn von a, b, c 
drei projectivische Netze der (f-l)-ten Ordnung und folglich hat man den 
Satz (127): 

Der Ort der Pole einer Ebene in Bezug auf die Flächen einet Setze» y-ter 
Ordnung ixt eine Fläche 'i(v ~\)-ten Ordnung. 

Diese Fläche enthält eine anbegrenzte Zahl Raumcarven 3(*— l) l -ter 
Ordnung, von denen jede der Ort der Pole der gegebenen Ebene in Bezug 
auf die Flächen eines Büschels ist, das in dem gegebenen Netze enthalten ist. 

Joder Punct des Ortes, der auf der gegebenen Ebene liegt, ist augen- 
scheinlich (64) ein Beriihrungspunct zwischen dieser Ebene und einer Fläche 
des Netzes ; man hat also den 8atz : 

Der Ort der Bcriihrungspuncte zteisehen einer Ebene und den Oberflächen 
einet Netzes v-ter Ordnung ixt eine Curee der 3(" — Y)-ten Ordnung, 

Diese Curve ist die Jacobinna l ) des Netzes, welches durch die Curven 
entsteht, in denen die Flächen des Netzes von der gegebenen Ebene ge- 
schnitten werden. 

129. Man hat vier projectivische Flächennetze der Vj-ten, »yten, vyten, 
v 4 -ten Ordnung; was ist dann der Ort der Puncto, in welchen sich vier 
entsprechende Flächen schneiden? Die beiden ersten Netze erzeugen nach 
und nach mit dem dritten und vierten Netze combiniert (127) zwei Flächen 
von den respectiven Ordnungen v i '\' v i '\' v y "j"f" ** 2 — |— Diese beiden Flächen 
haben die Curve der (Vj* -f- * 8 2 + »«^^-ten Ordnung gemein, welche von den 
beiden ersten Netzen erzeugt wird (126), sie schneiden sich ausserdem noch 
längs einer Curve von der Ordnung 

das heisst: 

Der Ort eines Puncte*, durch reeichen vier entsprechende Flächen von vi*r 
projeeiivischen Netzen hindurchgehen, deren Ordnungszahlen bezüglich f,. v 2 » 
v Jt v 4 sind, ist eine Raumcurve von der Ordnung 

Vt+Vi+Vi + Vi + Vi + VV 

Diese Curve enthält offenbar eine unbegrenzte Zahl von Gruppen aus 

J e v a V< ^~ v 3 Vi + Vi v s + v iVs Puncten» di e durch je vier entsprechende 
Büschel der vier Netze entstehen (124). 



1) Einleitung, Nr. 95. 



* 
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130. Wm ist der Ort der Doppelpnncte der Flächen eines Netzes vier 
Ordnung? Ea seien o, b, t, b vier beliebig im Raum, aber nicht in der- 
selben Ebene angenommene Puncte. Ihre ersten Polarfläcben in Bezug auf 
die gegebenen Flächen bilden (74) vier dem gegebenen Netze also auch unter 
sich projectivische Netze, und der gesuchte Ort ist (125) der Ort der Puncte. 
durch welche je vier entsprechende Flächen dieser vier Netze hindurchgehen. 
Folglich hat man (129): 

Der Ort der Doppelpnncte der Flüchen eines Netzes v-ter Ordnung tat eine 
Raumcurve der 6(f— l)*-ten Ordnung. 

Diese Curve enthält unendlich viele Gruppen von je 4(v -l) 3 Puncten. 
von denen jede Gruppe ans den Doppelpuncten eines Büschels besteht, das 
in dem Nette enthalten ist (125). 

Die Flächen eines Netzes, welche durch den nämlichen beliebigen Punct 
gehen, bilden ein Büschel; ist nun dieser Punct ein Doppelpunct für eine 
dieser Flächen, so haben die andren in ihm die nämliche Tangentialebene; 
man kann also die obenertoähnte Curve 6(i> — 1 )*-/«• Ordnung auch als den 
Ort der Puncte definieren, in denen sich die Flächen des Netzes berii/»ren. 

131. Gegeben fünf projectivische Flächennetze, deren Ordnungszahlen 
bezüglich v x , v^, v % , v & sind; wieviel Puncte gibt es dann, durch welche 
je fünf entsprechende Flächen gehen? Combiniert man die beiden ersten 
Netze zunächst mit dem dritten, dann mit dem vierten nnd endlich mit dem 
fünften Netze, so entstehen dadurch (127) drei Flächen, deren Ordnungszahlen 
bezüglich v i -\~ v i -b V v x + "j+V "i^^a"^» ,m d- Diene Flächen haben die- 
jenige Curve (^'-f^-f- V»)' ter Ordnung gemein, welche (126) den beiden 
ersten Netzen zugehört. Man berechne jetzt die Ordnung der osculierenden 
Developpablen dieser Curve, indem man beachtet, dass sie (126) mit einer 
andern Curve f.v„-ter Ordnung zusammen den vollständigen Durchschnitt 
zweier Flächen der (^ -+- > 2 )-ten Ordnung bildet. Diese letzte Curve ist 
der vollständige Durchschnitt zweier Flächen der v,-ten und »yten Ord- 
nung und hat folglich (117) als osculierende Developpable eine Flüche von 
der VjCi"^ V~ 2)-ten Ordnung; die Ordnung der osculierenden Develop- 
pablen der Curve (^-f*^ rV s ) ut alao ( l2 °) 8 ,eich 

2(", + v,-l)( V + *,*>+ V*< w i + V- 2 > ■ 
Dies vorausgeschickt, haben diejenigen drei Flächen der bezüglichen 
Ordnungen 

>! + Vr>V "i + ^ + V v i + v j + V 
welche gleichzeitig durch die vorgenannte Curve ("^-f- v 8 * + "j",,) gehen 
ausserdem noch (121) 

+ * t + VC*! + >, + "«)<>! + » t ~ f" 
- + » a » + + + v,) + (^ + V F v 4 ) - f- (v 1 + v f + v 5 )-2) 

+2(v 1 4-v J -lK" 1 s -r V>+ , Wi r " 3 -2) 

audere gemeinschaftliche Puncte; wir erhalten also den Satz: 
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Die Zahl- der Puncte, durch welche je fünf entsprechende Flächen von 
fünf projectivischen Netzen bezüglich von den Ordnungen » r v a , * 4 , v $ hin- 

DieBe Puncte liegen auf deu zehn Flächen, welche durch die Netze zu 
drei und drei genommen entstehen (127) und auch auf deu fünf Curveu, 
welche die Netze zu vier und vier genommen erzeugen (129). 

132. Was ist der Ort eines Punctes, welcher dieselbe Polarfläche hat 
sowohl in Bezug auf eine gegebene Fläche v x -ter Ordnung als in Bezug auf 
irgend eine Fläche eines Flächennetzes v.-ter Ordnung? Es sei jr ein be- 
liebiger Pnnct einer Transversale, X die Polarebene von x in Bezug anf die 
Fläche (vj); der Ort der Pole von JTin Bezug auf die Flächen (vj ist dann 
(128) eine Fläche 8(iy- l)-ter Ordnung, welche die Transversale in 3(^—1) 
Puncten jr' trifft. Nimmt man umgekehrt beliebig auf der Transversale den 
Punct r' an, so bilden (74), die Polarebenen von x' in Bezug auf die Flächen 
(Vj) ein Netz (ein Ebenenbündel), das heisst, sie gehen säromtlich durch den 
nämlichen Punct, und es gibt also unter ihnen *j — 1, welche die Developpable 
berühren (93), welche von den Polarebenen der Puncte der Transversale in 
Bezug auf die Fläche (v,) eingehüllt wird. Diese v x — 1 Ebenen sind die Polar- 
ebenen in Bezug auf die Fläche (» x ) von ebensovielen Puncten jr der Trans- 
versale; man hat also auch den Satz: 

Der Ort einet Punctes, welcher dieselbe Polarebene in Bezug auf eine 
feste Fläche v.-ter Ordnung hat und in Bezug auf eine beliebige Fläche eines 
Netzes »^-ter Ordnung, ist e j ue Fläche der (vj-l-S^- 4}- toi Ordnung. 

Offenbar geht diese Fläche durch die Raumcurvc der *(v^-~ l) J -ten Ord- 
nung, welche der Ort der Doppelpuncte der Flächen des Netzes ist (130), 
weil jeder Punct dieser Curve eine unbestimmte Polarebene in Bezug auf 
jede beliebige Fläche des Netzes besitzt. 

Jeder gemeinschaftliche Punct zwischen dem gefundenen Orte und der 
gegebenen Fläche (>,) ist in Bezug auf diese der Pol der Tangentialebene 
in demselben Puncte. Dieser Punct muss aber in Bezug auf eine Fläche 
des Netzes dieselbe Polarebene haben, folglich ist (64) jeder gemeinschaft- 
liche Punct des Ortes und der festen Fläche ein Berührungspunct der letztern 
mit einer Fläche des Netzes. Das liefert den Satz: 

Der Ort der Berührungspuncte zwischen einer festen Fläcfie » x ter Ord- 
nung und den Flächen eines Netzes der » 3 -ten Ordnung ist eine Raumcurve 
'lO'i + S*.,-*)-!«* Ordnung. 

133. Gegeben ein Flächenbüschel Vj-ter Ordnung und ausserdem eiu 
FlächenneU »yter Ordnung; was ist dann der Ort eines Punctes, in dem 
eine Fläche des Büschels eine Fläche des Netzes berührt? 
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Der Ort geht durch die Basiscurve ter Ordnung des Büschels, weil l ) 
die Flächen (xj), die durch einen Punct dieser Curve gehen, ein Büschel 
bilden, in dem eine Flüche existiert, welche in diesem Puncte eine der Flächen 
(Vj) berührt. Ausserdem enthält jede Fläche (*,) eine Curve der " 1 (*> l + 4)" 
ten Ordnung, welche aus den Puncten entsteht (132), in denen sie von den 
Flächen (*,) berührt wird. Folglich ist der vollständige Durchschnitt einer 
Fläche (*,) mit dem gesuchten Orte eine Curve von der Ordnung 

>, 2 + + 3* ,-4), 
und es entsteht daher der Satz: 

Der Ort der Puncte, in denen sich die Flächen eine» Büschel* v^ter Ord- 
nung und die Flächen eines Netzes » g -ten Ordnung berühren, ist eine Fläche 
der (2*,+ 3> a -4)-toi Ordnung. 

Ist t> 3 = = v, und haben ausserdem das Netz und das Büschel eine 
Fläche gemein, was zum Beispiel der Fall ist, wenn sie demselben line- 
aren Systeme angehören, so zerfällt der Ort in diese Fläche and in eine andere 
von der Ordnung: 

2 v-j~3./-4-v = 4(k-1). 

Wenn aber eine Fläche des Netzes und eine des Büschels Bich in einem 
Puncte berühren, so individualisieren sie ein Büschel, dessen Flächen sich 
siimmtlich in demselben Puncto berühren, und die dem linearen Systeme an- 
gehören , welches durch das gegebene Netz und das gegebene Büschel be- 
stimmt wird. Unter diesen Flächen ist nun eine, flir welche der Berühnmgs- 
punct ein Doppelpunct ist (17, 114 Anmerkung 1 )); also gilt der Satz: 

Der Ort der Berührmgspwicte oder auch der Doppelpuncte der Flächen 
eine» linearen Syrteins »-ter Ordnung ist eine Fläche H?—\)-ter Ordnung. 



CAPITEL VIL 

PROJECT1VISCHE LINEARE FLÄCHEN SYSTEME 
DRITTER STUFE. 

134. Man habe zwei lineare projectivische Flächensysteme »,-ter und 
v g -ter Ordnung, und es seien P, 7*; Q, Qf-, Ä, Ä'; S, S vier Paar ent- 
sprechender Flächen ; die projectivischen Büschel (P, Q), (P, Q') aus ent- 

J) Haben zwei Fl&cbenbüschel einen Basispunct o gemein, so gibt es immer 
eine Flache des ersten Büschel», welche in ihm eine Flache des zweiten berührt. 
Die Tangentialebenen der Flachen des ersten Büschels in 0 geben nämlich durch 
ein und dieselbe Gerade, die Tangente der Basiscurre dieses Büschels in 0, und 
in derselben Weiso ist die Tangente der Basiscurre des zweiten Büschels in 0 die- 
jenige Gerade, durch welche in diesem Puncte die Tangentialebenen der Flachen 
diese« zweiten Büschels geben. Die Ebene der beiden Tangenten berührt also in 
o eine Flache des ersten Büschels und ebenso eine de« zweiten. 
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sprechenden Flüchen der beidt'n Systeme gebildet erzengen (113) eine Fläche 
(x ( -j- v^-ter Ordnung. Eine analoge Fläche wird durch die zwei Büschel 
(P, Ii), (P, R') erzeugt, und eine dritte von den Büscheln (P, .% (P, S 1 ). 
Diese drei Flächen -f " 2 )-ter Ordnung haben diejenige Curve x/g-tcr Ord- 
nung gemein, welche den Durchschnitt der Flächen (P, P) bildet und 
schneiden »ich also (121) noch in (''j 4" " 3 )( v i 2 + v 2 2 ) andern Puncten. Ein 
beliebiger Punct jr von diesen liegt auf gewissen Flächen Q 0 , /? 0 , S 0 , welche 
bezüglich den Büscheln (P, Q), (P, R), (P, S) angehören, und auch den ent- 
sprechenden Flüchen Q' 0 , R' 0 , .V 0 , welche bezüglich den Flächenbüscheln 
(P, (?), (P, Ä'), (P, S') angehören. Der Punct r ist also ein gemeinsamer 
Basispunct der Büschel ( (? 0 , R 0 ) , ( Q 0 >, /?' 0 ). Von diesen Büscheln hat 
das erste mit dem Büschel (Q, R) eine Fläche gemein, und das zweite eine 
Fläche mit dem Büschel (Q 4 , R'), und diese beiden Flächen sind entsprechend. 
Der Punct x liegt daher auch auf der Flächt-, welche durch die projectivi- 
achen Büschel (Q, R), ((?', /?') entsteht; also gilt der Satz: 

Hat man zwei projectivüche lineare FläcLensyetemf v,-/<r und » g -ler Ord 
hung, so gehen die Flächen (x, -h^V'-r Ordnung, welche durch je zwei Büschel 
erzeugt werden die au« entsprechenden Flächen beider Systeme bestehen, sämmt- 
lick durc/i die nämlichen 

Puncle. 

Diese Puncte sind diejenigen, durch welche eine unbegrenzte Zahl von 
entsprechenden Flächenbüscheln hindurchgehen , oder es ist auch jeder von 
ihnen ein gemeinschaftlicher Basispunct zweier entsprechender Netze. 

185. Wie viel Puncte gibt es, welche in Bezug auf zwei Flächen xyter 
und " -ter Ordnung dieselbe Polarebenc besitzen? Die ersten Polartlüchen 
aller Puncte des Raumes in Bezug auf die eine und die andere der beiden 
gegebenen Flächen bilden (88) zwei projectivische lineare Systeme der Cx, — 1)- 
ten, (>y- l)-ten Ordnung. Hat ein Punct o für beide Flächen dieselbe Po- 
larebene, so müssen die ersten Polarflächen aller Puncte der Ebene durch o 
gehen, das heisst o ist ein gemeinschaftlicher Basispunct zweier entsprechen- 
der Netze der beiden Systeme. Folglich ist (134) der Satz bewiesen: 

Die Zahl der Puncte, welche in Bezug aitf zwei Flächen v,-ter und v^-ter 
Ordnung dieselbe Polarebene besitzen, ist: 

(^ + »,-2)1»* + V-^i + ^H *]• 
Den Complex dieser Puncte kann man die Jacobiana der beiden gegebenen 
FläcJten nennen. 

Ist x 1 = x 3 = x, so findet man (125) die Zahl der Doppelpuncte eines 
Flüchenbüschels v-ter Ordnung; folglich bilden die 4(x— 1)> Doppelpuncte 
eines Büschels die Jacobiana zweier beliebiger Flächen des Büschels. 

Ist v, = l, Vj = v, so finden wir (87) die (x— Ip Pole einer gegebenen 
Ebene in B«zug auf eiue gegebene Fläche v-ter Ordnung wieder, das heisst: 

Die (v-l)3 Pole einer Ebene in Bezug auf eine Fläche v-ter Ordnung 
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stellen die Jacobiana zweier Flächen dar, nämlich der gegebenen Ebene und 
der Fundainentalßäche. 

136. Es seien drei lineare projectivischc Fläch eusysteme gegeben, deren 
Ordnungszahlen bezüglich > { , " 8 i -' 3 sind. Ein beliebiges Netz des ersten 
Systems erzeugt in Gemeinschaft mit den entsprechenden Netzen der andern 
beiden Systeme (127) eine Fläche P der (s-j-f^+v^-ten Ordnung. Die so 
entstandenen Flächen P bilden ein neues lineares System. In der That, sind 
o, b, c drei beliebig im Räume angenommene Puncte, so bilden die Flächen 
des ersten Systems, welche durch a gehen, ein Netz; im entsprechenden 
Netze des zweiten Systems gibt es ein Büschel von Flächen, die durch et 
gehen, welchen im dritten Netze ein Büschel entspricht, von dem eine Fläche 
durch a geht. Es gibt also drei entsprechende Flächen P,P',P", die durch 
o gehen, ebenso drei Flächen Q, Q\ Q" durch b und drei andere R, R', R" t 
die durch c gehen. Diese Flächen individualisieren drei projectivische Netze 
(P, Q, R), (P' t Q', R'\ (P", Q"> R ")> " nd d »ese erzeugen eine Fläche P, die 
einzige, welche durch a, b, c geht. 

Es seien S,S',S" ein anderes Tripel correspondierender Flächen der 
drei Systeme, welche bezüglich nicht zu den drei vorgedachten Netzen ge- 
hören; "dann erzengen die Netze (P, Q,S), (P' t QJ, S"), (P", eine an- 
dere Fläche P,, die Netze (P,R,S), (P',R',S'), (P",R",S") ebenso eine 
dritte Fläche P 2 , und endlich die Netze (Q,R,S), (Q'.Ä',^), (Q",R",S") 
eine vierte Fläche P 3 . 

Die beiden Flächen P, P, gehen durch die Cnrve von der Ordnung 
Va + Vi + Vs> welche ( ,22 ) Vün deu drei projectivischeu Büscheln (P, Q), 
(P, Q'), (P', Q") erzeugt wird, sie schneiden sich also noch iu einer andern 
Curve der Ordnung: 

(" i + > 2 + V 2 -< Va + Vi + Va> = V+ *** + V + Va + Vi + Vi • 
Ein beliebiger Punct jr dieser letzteren Curve ist, da er der Fläche P 
angehört, drei correspondierenden Flächen A, A', A" der drei Netze (P, Q, /»), 
(P, Q',R'),(P', Q",R") gemein, und weil ef auch P, angehört, ist derselbe 
Punct auch auf drei entsprechenden Flächen /?, B'. Ii" der drei Netze (P, Q, S), 
(P, Q', 8), (P", Q", S") gelegen. Das Netz (P, Q t S) und das Büschel (A, B) 
gehören demselben linearen Systeme an und haben folglich eine Fläche C 
gemein. Dieser entspricht im zweiten Systeme eine Fläche O, welche dem 
Netze (P, R', 6" 1 ) und dem Büschel (A 1 , B') gemein ist, und im dritten 
Systeme eine Fläche C, die dem Netze (P',R",S") und dem Büschel 
(A", B") angehört. Der Punct x ist also ein gemeinsamer Basispunct der 
Büschel (A, B), (A', B% (A", B") und ist deshalb auch den Flächen C, C, C 
gemeinschaftlich. Dies sind aber drei entsprechende Flächen der drei pro- 
jectivischen NeUe (P,R,S), (P,R',&), (P', R", S"), das heisst, jt ist ein 
Tunct der Flüche P 2 . In analoger Weise zeigt man, dass der nämliche Punct 
auch auf der Fläche P 3 liegt. Wir haben daher den Satz : 

Der Ort eine* Fundes, durcli vxlchen eine unbegrenzte ZaJd von Tripeln 
CatMOXA, OberflScli«o. 8 
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den respectivm Ordnungen » v v f , v% hindurchgehen, ist eine Raumcurve 
der Ordnung 

V + V+ V + Vs+ Vi + V* • 

Diese Curve kann auch als Ort der gemeinschaftlichen Basispuncte dreier 
entsprechender Büschel, oder als Ort der Durchschnittspuncte zwischen den 
entsprechenden Curven der Ordnungen »*, definiert werden. Sie 
liegt auf allen Flächen (»\ + » t + » t H&r Ordnung, die ein lineares System 
bilden, von denen jede durch drei entsprechende Netze der drei Systeme er- 
zeugt wird. 



137. Was ist der Ort eines Punctes x, dessen Polarebenen in Bezug 
auf drei gegebene Flächen der Jyten, »yten, »yten Ordnung durch dieselbe 
Oerade x gehen? 

Die ersten Polarrlächen der Puncte des Baumes in Bezug auf die ge- 
gebenen Flächen bilden drei projectivische lineare Systeme von den betreffen- 
den Ordnungszahlen 1, v 8 — l, v $ — 1. Nach der gemachten Voraussetzung 
ist jr der Durchscbnittspunct der ersten Polarnachen jedes Punctes von x, also ein 
Punct, durch den eine unbegrenzte Zahl von Tripeln entsprechender Flächen 
der drei obengenannten projectivischen Systeme hindurchgehen, folglich ist 
(126) der gesuchte Ort eine Raumcurve von der Ordnung 

(»j-ixvj-d 

(> 1 -l> J +('',-i) s +(' 5 -l)*4- (",-1X^-1), 

welcher wir den Namen Jacobiana der drei gegebenen Flächen beilegen. Wir 
haben also den Satz: 

Die Jacobiana dreier Flächen der v^ten, v % .ten, » t -ten Ordnung, das heisst 
der Ort eines. Punctes, dessen Polarebenen in Bezug auf die gegebenen Flächen 
durch dieselbe Gerade gehen, ist eine Raumcurve mit der Ordnungszahl: 

V + V + V + V« + V i + *i V~ 4 < v i + "j + *»> + 6 - 

Offenbar geht diese Curve durch die Beriibrnngspuncte der gegebenen 
Flächen und durch ihre Doppel puncte, wenn solche existieren. 

Dieselbe Curve geht auch durch die Puncte, welche in Bezug auf zwei 
der gegebenen Flächen dieselbe Polarebene haben; das heisat: 

Die Jacobiana dreier Flächen geht auch durch die Jacobianen derselben 
Flächen zu zwei und zwei combiniert (135). 

Ist v t = *> r so rouss die Polarebene des Punctes jr in Bezug auf die 
Fläche durch die Gerade gehen, in der sich die Polarebenen des näm- 
lichen Punctes in Bezug auf die Flächen des Büschels schneiden, das durch 
die beiden gegebenen Fliehen der v,-ten Ordnung bestimmt wird, und füllt 
daher mit der Polarebene von % in Bezug auf eine Fläche des Büschels zusammen, 
hat folglich den 
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Der Ort eines Punctes, welcher in Bezug auf eine feste Fläclie v^ter Ord- 
nung und in Bezug auf irgend eine Fläche eines Büschels v^-ter Ordnung 
dieselbe Polarebene hat, ist eine Raumcurve von der Ordnung: 

welche durch die Doppelpuncte des Büschels geht. 

Die Fnncte, in denen diese Curve die feste Fläche trifft, sind offenbar 
diejenigen Pancte, in denen letztere Fläche von irgend einer Fläche des 
Büschels beröhrt wird; man hat also den 8ata: 

Die Zahl der Flächen eines Büschel » % -ter Ordnung, welche eine feste 
Fläche v t -ter Ordnung berühren, ist: 

Ist Vj = Vj = * 8 = v, so bestimmen die drei gegebenen Flächen ein Netz, 
and die Polarebenen des Punctes x in Bezug aut' die Flächen dieses Netzes 
gehen durch die nämliche Gerade. Wir kommen so auf ein schon früher 
(130) bewiesenes Theorem zurück und haben daher den Satz: 

Der Ort der Puncte, deren Polarebenen in Bezug auf die Flüchen eines 
Netzes durch dieselbe Gerade gehen, oder auch der Ort der Doppelpuncte der 
Flächen dieses Netzes, oder endlich der Ort der Berührungspuncte zwischen 
den Flächen desselben Netzes ist eine Raumcurve 6(*— l)*-ter Ordnung. 

Dieser Curve können wir den Namen Jacobiana des Netzes geben. 

Ist eine von den Flächen eine Ebene, so fällt die Polarebene in Bezug 
auf sie mit ihr selbst zusammen, und man erhält so den Satz: 

Der Ort eines Punctes, dessen Polarebenen in Bezug auf zwei gegebene 
Flächen »{ter, v^-ter Ordnung sich längs einer Geraden schneiden, die in einer 
festen Ebene liegt, ist eine Raumcurve von der Ordnung 

(",-D* + < v-D« + < v-lX",- 1) = V + V + Vi- 8 *"! + + 3. 

Ist v l = v i = v, so fällt man auf ein schon früher (123) bewiesenes 
Theorem zurück, man hat also den Satz: 

Die Curve der 3(v - l) 2 -ten Ordnung, Ort der Pole einer gegebenen Ebene 
in Bezug auf die Flächen eines Büschels v-ter Ordnung, ist die Jacobiana der 
drei Flächen, von denen die' eine die gegebene Ebene ist, utid die beiden andern 
zwei beliebige Flächen des Büschels. 

Wird ^ = ^ = 1, Vjäv, so geht die Polarebene von x in Bezug auf 
die Fläche v-ter Ordnung durch eine feste Gerade, den Durchschnitt zwei 
gegebener Ebenen; folglich hat man (86): 

Die Curve der (v — 1 )*-ten Ordnung, Ort der Puncte, deren Polnrebentn in 
Bezug auf eine gegebene Fläche v-ter Ordnung durch eine gegebene Gerade 
gehen, ist die Jacobiana folgender drei Flächen: der Fundamentalfläche und 

8* 
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138. Indem wir vier lineare projectivische Systeme von den resp. Ord- 
nungen Vj> als gegeben annehmen, suchen wir den Ort der Puncte, 
durch welche je vier entsprechende Flüchen hindurchgehen. 

Auf einer beliebigen Transversale nehme man einen beliebigen Punct t 
an, durch den drei entsprechende Flachen der drei ersten Systeme hindurch- 
gehen; die entsprechende Fläche des vierten Systems schneidet dann die 
Transversale in v A Puncten i'. Nimmt man umgekehrt auf der Transversale 
beliebig einen Punct i' an, so bilden die Flächen des vierten Systems, welche 
durch i' gehen, ein Netz, und diu drei entsprechenden Netze in den andern 
Systemen erzeugen (127) eine Fläche (* , I 4- v t 4- , ' a )-ter Ordnung, welche die 
Transversale in ebensovielen Puncten i trifft. Man erhält somit das Theorem: 

Der Ort eine* Puncte*, durch welchen vier entsprechende Flächen von vier 
linearen projectivischen Systemen von den resp. Ordnuttgen >y v Jf » € hin- 
durchgehen, ist eine Fläche von der Ordnung y 1 + " 2 + " 8 + " 4 - 

Diese Fläche enthält offenbar die unbegrenzte Zahl von Curven , die 
durch je vier entsprechende Netze der vier Systeme entstehen (128), und 
ebenso unendlich viele andere Curven, die durch je drei der gegebenen 
Systeme entstehen (12G); u. s. w. 

139. Man bat vier Flächen bezüglich von der Ordnung » v * 4 ; 
was ist dann der Ort eines Punctes jr, dessen Polarebenen in Bezug auf 
jene Flächen durch den nämlichen Punct x' gehen? 

Die ersten Polarflächen von jr' gehen durch x, und andererseits bilden 
die ersten Polardächen der Puncte des Raumes in Bezug auf die vier gege- 
benen Flächen vier lineare projectivische Systeme bezüglich von den Ord- 
nungen v. — 1» " 8 — 1» v s — W 4 — folglich erhält man (138) den Satz: 

Der Ort eines Punctes, dessen Polarebenen in Bezug auf vier gegeben» 
Flächen von den Ordnungen > s , > s . " 4 durch denselben Punct gehen, ist 
eine Fläche mit der Ordnungszahl: 

Diese Fläche, der wir den Namen Jacobiana der vier gegebenen 
Flächen geben, geht offenbar durch die Doppdpuncte dieser FläcJu-n und 
durch die Jacobianen der nämlichen Flächen zu drei und drei oder zu zwei 
und zwei genommen. 

Ist v i = ^ r so erhalten wir eine Fläche der [ v l - 3 r v i -\-^( v 3 — 2)J-ten Ord- 
nung, Ort eines Punctes, dessen Polarebene in Beziig auf zwei Flächen der 
Ordnungen t> x , * 2 und in Bezug auf alle Flächen eine« Büschels v 3 -ter Ord- 
nung durch denselben Punct gehen. Ist jr ein gemeinschaftlicher Punct des 
Ortes und der Curve f,iyter Ordnung, Durchschnitt der beiden gegebenen 
Flächen, so bestimmen die Taugente dieser Curve in % und dio Gerade, 
durch welche die Polarebenen von je in Bezug auf die Flächen des Büschels 
gehen, eine Ebene, die in x eine Fluche des Büschels berührt; also hat man 
den Satz: 



V 
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In einem Flächenbüschel «yter Ordnung gibt es 

+ > 2 + * V-4) 

Flüchen, tcelche die Durchschnittscurve zweier Flächen v { -ter und v % -ter Ord- 
nung berühren. 

Ea sei = v & — v r Dann folgt, dass die Polarebene von jr in Bezug 
auf die Fläche (fj) durch den Punct geht, in welchem die Polarebene des- 
selben Punctes in Bezug auf alle Flächen des Netzes, das durch die drei 
gegebenen Flächen * 2 -ter Ordnung gebildet wird, zusammenlaufen, und ebenso 
jene Ebene auch die Polarebene von x in Bezug auf irgend eine Fläche des 
Netzes sein miiss. "Wir erhalten so ein schon bewiesenes Theorem (132) 
wieder und damit den Satz: 

Die Fläche (* , 1 +3v 2 — 4)-ter Ordnung, Ort dtr Puncte, welche in Bezug 
auf eine feste Fläche y^ter Ordnung und auf irgend eine Fläche eines Netzes 
y^-ter Ordnung dieselbe Polarebcne besitzen , ist die Jacobiana folgender vier 
Flächen: der gegebenen Flüche v,-ter Ordnung und drei beliebiger Fläc/ten 
des Netzes, die aber kein Büschel bilden dürfen. 

Iat f 4 — ^ = = i»j = v, so bestimmen die vier gegebenen Flächen 
ein lineares System, und durch x' gebt also die Polarebene von x in Bezug 
auf eine beliebige Fläche des Systems (74); das liefert den Satz: 

Der Ort eines Punctes, dessen Polarebene in Bezug auf die Flächen eines 
linearen Systems v-ter Ordnung durch denselben Punct gelten, ist eine Fläche 
der 4(y — \)-ten Ordnung. 

Die Fläche, Jacobiana von vier beliebigen Flächen des Systems, die 
also kein Netz bilden, kanu auch als Ort der Doppelpuncte der Flächen des 
Systems definiert werden oder als Ort der Berührungspuncte zwischen diesen 
Flächen. 

Wir legen dieser Fläche den Namen Jacobiana des linearen Systems bei. 
Ist ^=1, so erhalten wir den Satz: 

Der Ort eines Punctes, dessen Polarebenen in Bezug auf drei Flächen 
der Vften, v s -ten, v^-ten Ordnung sich auf einer festen Ebene schneiden, ist 
eine Fläche der (^4- v.j-f-J'g— 3)-ten Ordnung. 

Ißt ausserdem v, = >„ = * 3 = v, so treffen wir auf ein schon bewiesene« 
Theorem (128); daher der Satz: 

Die Fläche der 3(v -l)-ten Ordnung, Ort der Pole einer Ebene in Bezug 
auf die Flächen eines Netzes v-ter Ordnung , ist die Jacobiana von folgenden 
vier Flächen: der gegebenen Ebene und drei beliebiger Flächen des Netzes, 
die aber kein Büschel bilden. 

Wenn v t —v^ = \ ist, finden wir ein anderes bekannte« Theorem (117) 
und erhalten so: 

Die Fläche der + lyten Ordnung, Ort eines Punctes, dessen Po- 
larebenen in Bezug auf zwei Flächen der y^ten, ytoi Ordnung sich tmf 
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einer geriebenen Geraden schneiden, ist die Jacobiana von folgenden vier Flächen, 
der beulen gegebenen Flüchen und zwei beliebiger Ebenen, welche durch die gege- 
bene Gerade ijeJten. 

Nimmt man ausserdem v 1 = v J = v an, ao trifft die gegebene Gerade 
jene Gerade, in welcher sich die Polarebenen des Pnnctes jr in Bezug auf 
die Flächen des Büschels schneiden, welches durch die beiden gegebenen 
Flächen Mer Ordnung bestimmt ist, und die beiden Geraden liegen daher 
in einer Ebene, welche die Polarebene von x in Bezug auf eiue Fläche des 
Büschels ist; daher der Satz: 

Der Ort einet Punctes, dessen Polarebene in Bezug auf eine Fläche eines 
Büschels v-ter Ordnung durch eine gegebene Gerade geht, ist eine Fläche der 
2(f — 1 )-ten Ordnung. <Sie ist die Jacobiana folgender vier Flächen: zicei be- 
liebiger Flächen des Büschels und zwei beliebiger Ebenen, welche durch die ge- 
gebene Gerade gehen. 

Endlich erhalten wir unter der Bedingung v g = »' > = v 4 =l» v y = v das 
Theorem (62) wieder, dass nämlich der Ort eines Punctes, dessen Polarebene 
in Bezug auf eine Fläche Mer Ordnung durch einen festen Punct geht, eine 
Fläche der (*-l)-tcn Ordnung ist, die erste Polarfläche des festen Punctea. 
Man hat daher den Satz: 

Die erste Polarfläche eines gegebenen Punctes ist die Jacobiana folgender 
vier Flächen : der Fundamentalflüche und drei beliebiger Ebenen, die durch den 
gegebenen Punct gehen. 

140. Was ist der Ort eines Punctes, in welchem sich je fünf entsprechende 
Flächen von fünf gegebenen projectivischen linearen Systemen von den respec- 
tiven Ordnungen * 2 i » 4 , * 6 schneiden? 

Die drei ersten Systeme mit dem vierten Systeme und dann mit dem 
fünften combiniert erzeugen (132) zwei Flächen von den Ordnungen 

"l + V i + "3 + *4 ' * 1 + " J + V Z + V 

Sie haben die Curve von der Ordnung 

V + + v + vs + Vi + v a 

gemein, welche durch die ersten drei Systeme erzeugt wird (136), und sehne L 
den sich also ausserdem noch längs einer Curve von der Ordnung 

t "i + V J + v 3 + v 4 )( v i + "a + "a + ~ ( V + V + v i + Vs + Vi + Vi* 

Wir erhalten daher den Satz: 

Der Ort eines Punctes, durcJi den fünf entsprechende Flächen von fünf 
linearen projectivischen Systemen von den resp. Ordnungen ** s 
hindurchgehen, ist eine Baumcurve von der Ordnung 

Vi+V»+— -+V»' 
Natürlich liegt diese Curve auf den fünf Flächen, die durch die fünf System« 
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zu vier und vier genommen entstehen (138) und enthält eine unbegrenzte 
Zahl von Gruppen aus je 

Puncten, von denen jede durch fünf entsprechende Netze der filnf gegebenen 
Systeme entsteht (125). 

141. Hat man fünf Flächen bezüglich von den Ordnungen W V V 4 - V 
so bilden die ersten Polarflächen der Puncte des Raumes in Bezug auf jene 
Flächen fünf lineare projectivische Systeme von den Ordnungen "j— 1» 1» 
v,-l, v 4 -l, v 6 -|; Man hat also den Satz (134): 

Der Ort eines Puncte», dessen erste Polarflächen in Bezug auf fünf ge- 
gebene Flächen von den Ordnungen v x , t> Jt Vj, * 4 , " s durch denselben Punct gehen ^ 
ist eine Jtaumcurve von der Ordnung 

Vi + Vi + • • •+ V»- 4 ^ +",+••+ + 10 

Diese Rautncurve, die Jacobiana dtr fünf gegebenen Flächen, liegt offen- 
bar auf den Jacobianen der gegebenen Flächen zu vier und vier genommen. 

I»t v=v l =y^— v J= ^=v 6> so erhält man eine Curve von der 100»— 1)*- 
ten Ordnung, den Ort der Puncto, deren Polarebenen in Bezug auf die Flächen 
eines linearen Systems vierter Stufe und Mer Ordnung durch den nämlichen 
Punct gehen. Diese Curve kann man die Jacobiana des linearen Systems 
nennen. 

Ist v 5 = 1, so erhält man eine Curve von der Ordnung 

Vi + • • * + v » v -% v i + ' ' • + "*) + 6 » 

Ort eines Punctes, dessen Polarebenen in Bezug auf vier gegebene Flachen 
auf einer gegebenen Ebene zusammenlaufen. Sind sie alle von derselben Ord- 
nnng so findet man, das* der Ort eines Punctes, dessen Polarebene in Bezug 
auf die Flächen eines linearen Systems dritter Stufe und Mer Ordnung in einen 
Punct einer festen Ebene zusammenlaufen, eine Raumcurve der 6(f— l>'-ten 
Ordnung ist. 

Für * 4 = = 1 erhält man den Ort eines Punctes, dessen Polarebenen 
in Bezug auf drei Flächen sich auf einer gegebenen Oeraden treffen. Sind 
die drei Flächen von der nämlichen Ordnung v, so ist der Ort eine Curve 
der 3(v— l)*-ten Ordnung. 

Wäre v 8 = *4 == y « = 1, so erhielte man den Ort eines Punctes, dessen 
Polarebenen in Bezug auf zwei gegebene Flächen durch einen festen Punct 
gehen, das heiset, wir erhalten den Satz: 

Die Curve der (^-lX^-D-kn Ordnung, Durchschnitt der ersten Polar- 
flächen eines gegebenen Punctes in Bezug auf zwei gegebene Flächen v^-ter und 
*y<*r Ordnung, ist die Jacobiana folgender fünf Flächen : der Leiden gegebenen 
und drei beliebiger Ebenen, welche durch den gegebenen Punct gehen. 

142. Man bat sechs lineare projectivische Systeme von den betreffenden 
Ordnungen * t » *j» v s , » 6 , y ( ; man sucht die Zahl der Puncte, in denen 
sich je sechs entsprechende Flächen schneiden. 
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Die drei ernten Systeme mit dem vierten, dem fünften und endlich mit 
dem sechsten combiniert erzeugen (138) drei Flüchen von den Ordnungen 

*x + v 2 + v 3 + V "i + Vr-'s + V \ + V t+ V i + *V 
welche die Curve der Ordnung 

V + + > 3 2 + V3 + Vi + V l V 3 

gemein haben, die durch die drei ersten Systeme erzeugt wird (136). Diese Curve 
gehört zwei Flächen der (v, + >, 4- v,)-ten Ordnung an, die sich also ausser- 
dem noch in einer Curve der Ordnung Vs+Vi"^ v i v 2 scl,nei<Jcn > die inrer " 
scits im Verein mit einer dritten Curve x, s -ter Ordnung den vollständigen 
Durchschnitt zweier Flüchen der [v y -f-v 2 )-ten und {v x -f v 3 )-ten Ordnung bildet* 
Die Ordnung der osculierenden Developpablen (117) der Curve (*,*) ist 

p = 2^2(^-1), 

und folglich (120) ist die Ordnung der osculierenden Developpablen der Curve 
<V« + Vi + Vi> 6 ,eich 

/>' = [(v, + + + » 3 )-2][(v 8 + Vi + V , v 2 )- J 'i 5 l+/' 

= ( Va + Vi + v i V* "i + "2+ "i- 2 )-"! Vs ' 
Hieraus sc hliesst man (120), dass die osculierendc Dcvcloppablc der 
Curve der Ordnung 

V + * 8 8 -r-V4 Vs+ Vt + Vi 

von der Ordnung 

/>" = [(^ + v, + v 3 ) + (v, + v 2 + v 3 )-2] X 

4- V + *,« 4- Vs 4- Vl 4- v,M v» + Vl 4- v, v 8 )] 4-/,' 
= 3(^4- v 8 4- vg-ix,,» + * 2 *4- ",*) 4 Vi+ V^i* ^4- " 8 -3) 4- v» v i 

ist, und folglich haben die drei Flächen von den Ordnungen 

ausser der vorgenannten Curve noch (121) 

4- > a 4- 4- ^X», 4- ^ 4- 4- " a Xv, 4- >, 4- 4- 

^*4-V+V + Vs+Vi + ViM [(v i + 'a + *3 + v * 1] | 

4-^ + ^4-^4-^1 
( *i + v 2 + v 3 + "i >< " 2 -I- 4- v 8 K», 4- 4- *, 4- V 
-(",' -r V 4- > 3 S v« - f" Vi + V»* v 4 4- * B 4- * 6 ) 
-(", 4- 4- V" + v i V 3 = "i Vs + • • ■ + Vs"o 
gcmeinscliaftliche Puucte, und wir erhalten also den Satz: 
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Die Zahl der Puncte de* Raumes, durch welche je sechs entsprechende 
Flächen von sechs projectivisehen linearen Systemen von den Ordnungen Vy, "g» 
. . ., »q hindurchgehen, ist 

V«VrW4 + -" + V» l V 
143. Auch hier kann man als Anwendung dieses Satzes die Jacobiana 
von seclis gegebenen Flächen betrachten, die aus den 

Puncten besteht, von denen jeder die Eigenschaft hat, das« seine Polarebenen 
in' Bezug auf die sechs gegebenen Flächen der Ordnungen " 2 > • • •» v ß durch 
den nämlichen Pnnct gehen. Hierin ist als Specialfall die Zahl der Puncte 
enthalten, deren Polarebenen in Bezug auf je fünf, vier und drei der gege- 
benen Flächen sich bezüglich auf einer gegebenen Ebene, einer gegebenen 
Geraden und in einem gegebenen Puncte treffen. Zum Beispiel findet man 
den Satz: 

Die — — D( k s — 1) gemeinschaftlichen Puncte der ersten Polarflächen 
eines Punctes in Bezug auf drei gegebene Flüchen bilden die Jacobiana fol- 
gender sechs Flächen: der drei gegebenen und dreier Ebenen, die durch den 
gegebenen Punct gehen. 



C API TEL VIII. 

PROJECTIVISCHE LINEARE FLÄCHENSYSTEME 
BELIEBIGER STUFE. 

144. Was ist der Ort eines Punctes, durch welchen je A-f-1 entsprechende 
Flächen von /* + l linearen projectivisehen Flächensystemen /*-ter Stufe und 
den respectiven Ordnungen >, i i i y ft+ i hindurchgehen *) ? 

Auf einer beliebigen Transversale fixieren wir einen Punct i. Durch 
ihn gehen p entsprechende Flächen der ft ersten gegebene Systeme 2 ), und 
die entsprechende Fläche des letzten Systems trifft die Transversale in v /l + l 
Puncten i'. Nimmt man umgekehrt auf der Transversale einen Punct i' be- 
liebig an, so bilden die Flüchen des letzten Systems, welche durch diesen 



>) Der Kürze wegen wollen wir durch das Symbol $f± f p die Summe der Producta 
von je p der Zahlen Vj , * 2 , . . »ß bezeichnen 

Die Flftchen des /u-tsn Systems, die durch t gehen, bilden ein System 
ter Stufe, dem in den ersten fi— 1 gegebenen Systemen fi—l niedere Systeme der- 
selben (fi — l)-ten Stufe entsprechen. Angenommen von diesen Systemen gingen 
H — 1 entsprechende Fl&chen durch i, so haben auch die ersten n gegebene Systeme 
p. entsprechende Fliehen, die durch i geheu. Wenn also die Behauptung für/*— 1 
richtig igt, so ist sie es auch für folglich u. s. w. 
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gehen, ein niederes System (p -l)-ter Stufe, dem in den gegebenen andern 
M Systemen ebenfalls niedere Systeme von derselben (ji— l)-ten Stufe ent- 
sprechen. Diese Systeme sind projectivisch, und wir wollen annehmen, d&*s 
der Ort eines Puncte«, durch den ß entsprechende Flächen gehen eine Fläche 
Ton der Ordnung 0 /4>l »ei. Diese schneidet die Transversale in fS^j Puncten 
i, nnd also haben wir Si flf j-f , x als Zahl der zusammenfallenden Puncte 
i, i'; das hetsst, wenn der Satz 0 der gesuchte Ort ist eine Fläche der fiy , j tl *ten 
Ordnung 0 wahr ist für = — 1, «o ist er auch für ß = p richtig. Wir 
haben denselben aber schon für a = 1 » 2 , 3 bewiesen (107,116, 138) und 
erhalten also den Satz: 

Der Ort eine* Puncto, durch wichen je p -f- 1 entsprechende Flächen eben- 
»ovieler projectiviecher linearer Systeme von den respectiten Ordnungen v l » v v 
' • • ' V + 1 un d fi-ter Stufe hindurchgehen, iet eine Fläche 8p+ lt Ordnung. 

145. Gegeben p-\-2 lineare projectiviache Flächensysteme bezüglich von 
den Ordnungen » l , v f , . . . , +J und M-ter Stufe, man verlangt den Ort eines 
Puncte«, durch den je A-f-2 entsprechende Flächen hindurchgehen. 

Die ersten p Systeme nach und nach mit dem vorletzten und letzten Sy- 
steme combiniert erzeugen (144) zwei Flächen von den Ordnungen Ä^ff^ + I , 
$p,\-¥ v tx+f Diese haben offenbar diejenige Curve gemein, welche den Ort 
der Puncte bildet, durch welche eine unbegrenzte Zahl von je p entsprechen- 
den Flächen der ersten ß gegebenen Systeme hindurchgehen. Wir wollen vor- 
aussetzen, die Ordnung dieser Curve sei &*p fl — Üp ti • Die beiden Flächen 
schneiden sich dann noch längs einer andern Curve von der Ordnung : 

(Vi + V+ t X Vi + V+ *>-<* Vi" V»> • 
also von der Ordnung 0^+^«,, wenn man folgende Identitäten beachtet: 

V + J.i = V» V + V M -t- 1 ' 

+ 3,1 ~ V«~^ ^ V + 1"^" V + J Vl~^~ V M + + 1 ' 
. V+M = V3 +( V + 1+ V + V + i y M+«Vl * 

Die zweite Curve ist der gesuchte Ort. 

146. Es seien (*+2 lineare projectivische Flächensysteme von den 
respectiven Ordnungen » 1 , * a , - . . » »y^ , und (a* + 2)-ter Stufe gegeben; ein nie- 
deres System 0^~h l)-ter Stufe, das im ersten gegebenen Systeme enthalten 
ist, und die niederen Systeme, welche ihm in den andern gegebenen Systemen 
entsprechen, erzeugen eine Fläche von der Ordnung 0^+a,i Zwei so 
erhaltene Flächen f/a^j^-ter Ordnung entsprechen für jedes gegebene System 
zwei niederen Systemen von der (/*-}- l)-ten Stufe, die in demselben gegebenen 
Systeme enthalten sind, und ein niederes System p-ter Stufe gemein haben. 
Die beiden Flächen enthalten folglich die Curve J^+^-ten Ordnung, die 
durch die m + 2 entsprechenden niederen Systeme p-ter Stufe erzeugt wird 
(145), und schneiden sich also längs einer andern Curve von der Ordnung 



S V+M V+M " 
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Dieselbe liegt in allen analogen Flächen 5/^jj-ter Ordnung l ), und ist folg- 
lich der Ort der Puncte, durch die eine unbegrenzte Zahl von je /i+2 ent- 
sprechende Flächengruppen ebensovieler linearer projectivischer Flächen- 
sy steine (^-j-2)-ter 8tufe hindurchgehen. 

Wenn also n Systeme /a-ter Stufe eine Curve von der Ordnung , — 0^ , 
erzeugen, so erzeugen auch Systeme der (/*-{" 2)-ten Stufe eine Curve 

der (S ? p +8tl -8 At + 2>8 )*ten Ordnung, und die Ordnung der Curve, die durch 
ju-f-2 8ysteme jt/ter Ordnung erzeugt wird, ist 6^ + 2 3 . Die gemachte Vor- 
aussetzung hat nun aber für ß= 1,2,3 statt, also ist sie allgemein. 

147. Angenommen, die Ordnung der osculierenden Devcloppablen der 
Curve fi^j-ter Ordnung, die (146) durch p lineare projectivische Systeme 
(M— 2)-ter 'Stufe erzeugt wird, sei 

dann bildet diese Curve zugleich mit derjenigen von der Ordnung 0»^ ,— fly, , 
welche durch p lineare projectivische 8ysteme der /i-ten Stufe erzeugt wird, 
von denen die obengenannten Systeme (p— 2)-ter Stufe als niedere entsprechende 
Systeme einen Theil bilden, den vollständigen Durchschnitt von zwei Flächen 
fi^-ter Ordnung, und die Ordnung der osculierenden Developpablen dieser 
letzteren Curve ist also gleich 

2(**-lX8V, - 2{ V,*>+<V ' 
Die letzte Curve in Verbindung mit derjenigen, von der Ordnung 0 /u+sr 
welche durch /ti+2 lineare projectivische Systeme p-tev Stufe gebildet wird, 
deren p erste die schon genannten sind, bildet den vollständigen Durchschnitt 
zweier Flächen von den respectiven Ordnungen & f i x -\- v f l +i&p X -\- v f l ^. i (1*6)» 
und daher ist (120) die Ordnung der osculierenden Developpablen der Curve 

^p+ti gfe'ch 

(0 AM+ 0 A+*,l"~ 2 **ß+ *W 

+ 2(^-1X8 \~ 2 0 A4 ) + (^,"2)0^+ 

oder auch: 

(*P + l,— 2)£ V +«,»"*" 0 *+M » 
wenn man auf die oben (145) angegebenen Identitäten Rücksicht nimmt. Die 
Richtigkeit der angenommenen Voraussetzung ist aber im Falle P = 1 , 2, 8 
schon bewiesen, und wir haben daher den Satz: 

Der OH einet Puncte», durch welchen eine unbegrenzte Zahl von Gruppen 
aus je p entsprechenden Flächen ebensovieler projectivischer Systeme respective 
von den Ordnungen » x , v 2 , . . . , *> ß und fi ter Stufe 8 ) bestehend hindurchgehen, , 
ist eine Raumcurve von der Ordnung 

i) Man beweist dies wie im Falle der Systeme dritter Stufe (136). 

») Das heisst, der Ort der gemeinschaftlichen Basispnncte Ton p entsprechen- 
den Büsoheln. 
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und die Ordnung ihrer okulierenden Developpablen ist: 

Der Ort eines Punctes, durch welchen je entsprechende Flächen eben- 

sovkler linearer projoctivischer Systeme der respectiven Ordnungen *j , , . . 
V + * M-kr Stufe hindurchgehen, ist eine Raumcurve von der Ordnung 
Ordnung iftrer osetdierenden Developpablen ist: 

148. Es seien jetzt ß— 1 lineare projectivische Fliichensysteme gegeben 
von den Ordnungen v x ** t >- • > v , t -\ un< * /i ter Stufe. In einem derselben 
nehmen wir drei niedere Systeme (fi— 2)-ter Stufe an, die ein und dasselbe 
niedere System (ja— 3^ -ter Stufe in sich schliessen. Jedes der drei niedern 
Systeme erzeugt in Gemeinschaft mit den entsprechenden niederen Systemen 
der andern gegebenen Systeme eine Fläche (8/x_i,i)* ter Ordnung (144). 
Die so entstandenen drei Flächen gehen gleichzeitig durch die Curve a - 
ter Ordnung, welche durch die A— 1 niedern entsprechenden Systeme (M— 3)- 
ter Stufe erzeugt wird (145). Da nun die Ordnung der osculierendeu Deve- 
loppableu dieser Curve (147) gleich ist: 

so haben (121) die drei Flächen ausser dieser Curve noch 

*/i_l,l(*/t_l,l— 2 *fX-l,J + *A-1,3 

gemeinschaftliche Puncte. 

Diese Puncte sind allen analogen Flächen j-ter Ordnung gemein '), 
welche den verschiedenen niedern Systemen {ß—'J) ter Stufe entsprechen, die 
in den vorgelegten Systemen enthalten sind; also gilt der Satz: 

Die Zahl der Puncte, welche einen gemeinsamen Jiasispunct von ß—\ ent- 
sprechenden Netzen in ß—\ gegebenen litwaren projectivischen Flächensystemen 
ft-ter Stufe und von den reApectiven Ordnungen * t , v 2p , • . > * , ß _ l darstellen ist 

149. Gegeben ß-\-S lineare projectivische Fliichensysteme jet-ter Stufe 
und von den respectiven Ordnungen v ju-f-a> ' n * n sucht die Zahl 
der Puncte, welche je Ai+3 entsprechenden Flächen gemeinschaftlich sind. 

Die ß ersten Systeme nach und nach mit dem l)-ten , (/*-r-2)-ten, 
(/x-f 3)-ten Systeme combiniert erzeugen (144) drei Flächen von den respecti- 
ven Ordnungen 

Diese Flächen haben die Curve von der Ordnung 



i) Man beweist die« wie im Falle der Systeme dritter Stufo (135). 
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gemein, deren osculierende Developpable die Ordnungszahl 

» 2 ( S At,i~ l )( ö Vi~ S A,2) — * A,3 

hat, und welche durch die ersten p. Systeme erzeugt wird (147). Die drei 
Flächen haben also (121) noch folgende Zahl von Puncten gemein: 

+ 2(Ö^-l')(»Vl- 0 ^)- «AI«/... + V» 
oder Äyu + s^ vermöge der Identitäten: 

*M + 8,3 — S A,3+ 1+ V + 2+ V +S^P ^ » 

+ (*A + 2 W jU + 8+ V fl -f 3 V + 1+ V M + lV + 
+ V-f + + 3 1 

Wir haben also den Satz 

Die Zahl der Puncte des Raumes, durch welche je /u-f-3 en 
Flächen ebeneovieler linearer projectiri»cher Flächensysteme von den 
Ordnungen » v 2 » • • > "^1^.3 un ^ Stufe hindurchgehen, ist 6 fl+ti 



CA PI TEL IX. 

SYMMETRISCHE COMPLEXE. 

150. Es seien A + l lineare projectivische Systeme //-ter Stufe gegeben. 
Wir fixieren im ersten Systeme ß-\-l Flächen, die hinreichend sind, dasselbe 
vollständig zu individualisieren, und betrachten jedes andere durch die jtt-f-1 
Flächen festgelegt, welche den obigen projectivisch entsprechen. Jede beliebige 
dieser (A-M) 2 Flächen, welche auf die eben aus einander gesetzte Art die 
p-\-l Systeme bestimmen, kann man dann durch das Symbol P„ a bezeichnen, 
wo der Index p allen Flächen desselben Systems gemein ist, der Index « 
dagegen A-f- 1 entsprechenden Flächen. 

Dies vorausgesetzt, sagen wir, die P+l Systeme bilden einen symme- 
trixchen Compltx, wenn sie sämmtlich von der v-ten Ordnung sind und aus- 
serdem die Symbole P pa und P ap ein und dieselbe Fläche ausdrücken. 

151. Es Bei p—\, das heisst, man habe den symmetrischen Complex: 

P P 

gebildet durch die beiden projectivischen Büschel 

> »•••)> (-^21 ' > •• 0 1 
i) Man vergleiche Salmok, a. a. 0, p. 492—495- 
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welche die Fläche P x% ^P 2l geraein haben, die sich aber nicht selbst ent- 
spricht. Auf dieser Fläche liegen die Basiscurven beider Büschel^ welche 
sich in den v s Puncten schneiden , die den drei Flächen P n , P u , P n ge- 
mein sind. 

Die Fläche P der 2v-ten Ordnung, erzeugt (107) durch die gegebenen 
zwei Büschel, wird längs der Basiscurve des ersten Büschels von der Fläche 
P n dieses Büschels berührt. F wird in der That (107) in einem beliebigen 
Puncte genannter Curve von einer Fläche des ersten Büschels berührt, die 
derjenigen Fläche des zweiten Büschels entspricht, welche durch den näm- 
lichen Punct geht Aber P n ist eine Flüche des zweiten Büschel* und ent- 
hält die Basiscurve des ersten Büschels vollständig; folglich u. s. w. 

In ähnlicher Weise wird die Fläche P auch von derjenigen Fläche P„ 
längs der Basiscurve des zweiten Büschels berührt, welche der Fläche P Jt 
des ersten Büschels entspricht. In den gemeinschaftlichen Puncten der beiden 
Baaiscurveu wird P also von beiden Flächen P,. , P.» berührt. Diese 
Flächen sind aber beliebig gewählt, und haben daher im Allgemeinen keinen 
Berührungspunct, und es sind mithin die gemeinschaftlichen Puncte der drei 
Flächen P u ,P u ,P n P Doppelpuncte. Dies Uefert den Satz: 

Die von zwei projectivischen Flächenbüscheln v-ter Ordnung, die einen 
tym metrisch en Complex bilden, erzeugte Fläche hat v3 Doppelpuncte. 

Die Flächen v-ter Ordnung, welche durch die obigen v 3 Puncte gehen 
bilden ein Netz, und folglich bilden diejenigen, welche ausserdem noch durch 
einen andern beliebigen Punct — den wir auf P annehmen — gehen, ein 
Büschel. Die Basiscurve.^Mer Ordnung dieses Büschels hat daher 2**4-1 
gemeinschaftliche Durchschnittspuncte mit P, die von der 2Men Ordnung ist, 
und liegt daher vollständig auf dieser Fläche. Jede Fläche v-ter Ordnung also 
welche durch die v* Doppeljmncte von P gelU, achneidet diese Fläche in zwei 
getrennten Curven »Uer Ordnung, die sich in den genannten Puncten schneiden. 
Durch jeden Punct von P geht eine der vorgenannten Curven, welche die Basis 
eines Flächenbüchels v-ter Ordnung bildet. Zwei beliebige von diesen Curven 
liegen stets auf der nämlicfien Fläclte v-ter Ordnung und können also ausser 
den vi Puncten keinen weitem Punct gemein haben. 

Die beiden Curven bilden die Basiscurven zweier Büschel v-ter Ordnung, 
zwischen denen man eine solche projectivische Abhängigkeit herstellen kann, 
dass die durch sie erzeugte Fläche genau P ist. Jede Fläche des Büschels, 
welche durch die Basiscurve desselben hindurchgeht, schneidet in der That 
P in einer Curve ter Ordnung, die in Gemeinschaft mit der Basis des 
andern Büschels die entsprechende Fläche dieses letztern bestimmt. Es gibt 
aber eine Fläche, die beide Basiscurven enthält, und daher sowohl dem einen 
als dem andern Büschel angehört Als Theil des ersten Büschels schneidet 
sie P in einer neuen Curve, welche mit der Basis des zweiten Büschels iden- 
tisch ist. Die Fläche also, toelche in diesem zweiten Büschel ihr entspricht, 
ichneidet P längs zwei mit der Basis eben dieses ztoeiten Büschels zusammen- 
fallenden Curven, das hei est , berüftrt P in düser Curve. Auf diese Weise 



Digitized by Google 



151 -152J 



Symmetrische Complexe. 



127 



ist klar, dasa die Curven vl-ter Ordnung, welche durch die »* Doppelpuncie 
gehen, Berilh fungscurven — Charakteristiken — zwischen P und gewissen Flächen 
»-ter Ordnung sind die dem genannten Netze angehören, P ist also (50) die 
einhüllende Fläche einer einfach unendlichen Reihe von Flächen, von denen 
je zwei durch einen beliebigen Punct des Raumes gehen; unter ihnen be- 
findet sich auch P n , P n . 

152. Es sei jetzt n = 2, man betrachte also den symmetrischen Complex 

P P P 
Ml ' ll ' 13 

p p p 
*»i » ^rt » x w 

P P P 

"^81 » St ' 88 

dargestellt durch die drei projecti vischen Flächennetse v-ter Ordnung 

(■^n » ?n » -^is » • • •) i 
(■^si i -^ja > »•••)» 

(•^81 » "^ss » ^as »•••)» 

worin P w = P M , = , P Jt = ^ n Es sei £ die Fläche 3v ter 
Ordnung, die den Ort eines Punctes bildet, in dem sich je drei entsprechende 
Flächen der drei Netze schneiden (121), dann kann man diese Fläche in 
folgender Weise construieren. 

Die beiden projecti vischen Büschel (P M , P n ,...)» ? P n »•••)» die 
einen symmetrischen Complex bilden, erzeugen (151) eine Fläche P u der 
2v-ten Ordnung, welche von P M längs der CurverPjjPj, , der Basis des 
zweiten Büschels, berührt wird. Analog geben die projecti vischen Büschel 
(P u , P l% , . .) , (P sl , P a , . .) , die ebenfalls einen symmetrischen Complex 
bilden, eine Fläche P M der 2v-ten Ordnung, die von P M in der Corvo 
PjjPjj berührt wird; und die beiden projectivischen Büschel (P u , P J3 ,...), 
{P n , P M , . . .) oder, was dasselbe ist 1 ), die projectivischen Büschel (P lf » 
P u ,...), (P n , Pj, , . . .) erzeugen eine Fläche P, 8 oder P ai der 2v-ten Ord- 
nung die von P„ längs der zwei Curven P W P M , ^23^33 geschnitten wird, und 
also in den beiden Curven gemeinschaftlichen Puncten von P M berührt, da« 



1) Eine Flftche 2v-tor Ordnung, die (107) mittels zweier projeetivischer Büschel 
(U ,V),(U-, V), erseugt ist, die ron derselben Ordnung v sind, l&sst sieh such 
aus swei pmjectiTisehen Boscheln (U , IT') , ( V, V) herleiten, in denen swei Flachen 
U", V" sich entsprechen wie folgt: Man nehme beliebig die Fl&che CT" unter denen, 
welche durch UU' gehen. Diese Flache schneidet die Fl&che (2v) l&ogs einer an- 
dern Curve k der v*-ten Ordnung, durch welche man in Gemeinschaft mit VV eine 
Flache V" der v-ten Ordnung legen kann. In der Thst hat k mit der Basis VV' 
eine Zahl ron » s Puncten gemein — die gemeinschaftliehen Puncto der Fl&chen 
ZT", V, V — und eine Flache der v-ton Ordnung, die durch die Basis VV und 
durch einen Punct von k, der nicht dieser Basis angehört, geht, hat also 
Puncto mit k gemein, und enthalt also diese Curve vollständig. 
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heisst in den gemeinschaftlichen Puncten der drei Flächen P n , P n , P M . 
Diese Puncte bilden die Basispuncte des dritten gegebenen Netze*. 

Die mit T u , P, 2 analogen Flächen, die mittelst Büscheln entstehen, die 
sich im zweiten nnd dritten Netze entsprechen, bilden ein neues Netz (120), 
und jede von ihnen kann man durch diejenigen Büschel des dritten Netzes 
individualisiert denken, welche zur Construction benutzt wurden. Dasselbe 
gilt für die zu T n , P„ analogen Flächen, die durch entsprechende Büschel 
des ersten und dritten Netzes entstehen. Ks folgt somit, dass die Netze 
(P,,, P lä[ , ...) , (Pj,, P M ,...) projectivisch sind, und besonders die Büschel 
(P n , P tJ ) , (P 31 , P 8i ) projectivisch, welche sich in diesen Netzen entsprechen. 

Die Fläche P,, des Netzes (P n , P J2 , . . .) und die Fläche P 21 des 
NetzeB (P„ , P 2g , . . .) entsprechen demselben Büschel (P^ , P^) des dritten 
Netzes und bezüglich den Büscheln (P t , , P n ) , , P, 3 ) des zweiten und 
ersten Netzes, und diese Flächen enthalten daher ausser der Curve P^P^ 
diejenige Curve 3*J-ter Ordnung, welche den Ort der Puncte bildet, in denen 
sich drei entsprechende Flächen dieser drei projectivischen Büschel schneiden. 
Diese zweite Curve gehört auch der Fläche <F an, da die obigen drei Büschel 
sich in den gegebenen drei Netzen entsprechen. 

Analog entsprechen die Flächen P, 2 des Netzes (P,, , P J2 , . . .) und P 22 
des Netzes (P ? , , P M , . . .) dem&elbeu Büschel (7^ , P^) des dritten gegebenen 
Netzes und bezüglich deti Büscheln (P 2l , P^) , (J* u , P. s ) des zweiten resp. 
ersten Netzes. Sie enthalten daher ausser der Curve P^P^ die Curve üv*- 
ter Ordnung, welche durch die geuannten drei Büschel entsteht, die ebenfalls 
projectivisch sind. Die fragliche Curve liegt auch auf der Fläche <$ , da 
die drei Büschel in den drei gegebenen Netzen sich correspondieren. 

Genau in derselben Weise hat eine beliebige Fläche Pj„ des Büschels 
(P,, , P J2 ) mit der entsprechenden Fläche P 3/) des projectivischeu Büschels 
(P 2 , ,P M ) — beide Flächen entsprechen demselben Büschel des dritten gege- 
benen Netzes — nicht nur eine Curve >--ter Ordnung — Basis dieses Büschels 
— gemein, die auf P M und auf einer Fläche des Büschels (P 3| , liegt, 
sondern auch eine Curve 3> 2 -ter Ordnung, die durch drei entsprechende 
Büschel entsteht und also auf '£ liegt. Es folgt noch, dass und /' J3 zu - 
saminen den vollständigen Ort darstellen, der durch die projectivischen Büschel 
(P„ , P u ) , (P a , , P M ) erzeugt wird. 

Da nun diese Büschel einen symmetrischen Complex bilden, so irird 
(151) die Fläche $ von P u und P 2J längs zweier Curnm ron der 3k*-/«m 
Ordnung berührt, wiche, auf V u lirgot; und die Doppelpuncte von *P sind 
die gemeinschaftlichen Puncte der drei Flächen P n , P, a , P 2 ., . Wir haben 
aber oben gesehen, dass diese Flächen gleichzeitig von P^ in den >a Basis- 
puneten des dritten gegebenen Netzes berührt werden, und da jeder dieser 
Bcrührungspuncte (21) vier Durchschuittspuncte der Flächen P absorbiert, 
so hat die Fläche <$ 

DopjxJjpuncte, durch welche alle Flächen P gehen. 
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Ans dem eben Bewiesenen folgt ausserdem: 

1. £ ist zugleich mit P is die einhüllende Fläche einer einfach unend- 
lichen Reihe von Flächen P n , T u , . . . Jede Fläche ? pp ist die einhüllende 
Fläche einer analogen Reihe von Flächen v-ter Ordnung wie P pp . Umge- 
kehrt gibt jede Fläche P pp einer Reihe von Flüchen T pp Entstehung, deren 
einhüllende Fläche durch und durch P pp dargestellt wird. Jede Fläche 
? pp berührt £ längs einer Charakteristik der 3v 8 -ten Ordnung, während P pp 
die Fläche $ in ¥* Puncten berührt, den Basispuncten eines Netzes von 
Flächen P pa . 

2. $ ist auch der Ort der Doppelpuncte der Flächen P pp . Denn ein 
Doppelpunct von P n ist in allen Flächen des Büschels (P 2 „ , P 93 ) und in 
allen denen des Büschels (P™ , P a ) gelegen , und durch ihn geht auch eine 
Fläche des Büschels (P n ,P n )\ folglich ist dieser Punct, da er drei ent- 
sprechenden Flächen der drei genannten Büschel angehört, die in den gege- 
benen Netzen enthalten sind, ein Punct des Ortes 

153. In ähnlicher Weise kann man die Fläche $ construieren, die den 
Ort der Puncto bildet, in denen sich je drei entsprechende Flüchen der drei 
projectivischen Netze 

(P, Q, R,...), 
(P' } OJ, «,...), 
(P", Q",R",...) 

von den respectiven Ordnungen *, f', v" schneiden, die keinen symmetrischen 
Complex bilden (127). 

Die beiden projectivischen Büschel (Q' , R*) , (Q" , R") erzeugen eine 
Fläche Pj von der (v'+v")-ten Ordnung, welche durch R" in den beiden 
Curven R"Q" , R"R> geschnitten wird. 

Die beiden projectivischen Büschel (Q", R"),(Q , R) erzeugen eine Fläche 
P', der Ordnung *"+ v, die von R" längs der beiden Curven R"Q",R"R 
geschnitten wird. 

Die beiden projectivischen Büschel (P 1 , R'),(P", R") erzeugen eine Flüche 
Pj von der Ordnung >'+ v", die von R" in den beiden Curven R"P", R"R' 
geschnitten wird. 

Endlich erzeugen die beiden projectivischen Büschel (P" } R") , (P , R) 
eine Fläche P', der (/'+v).ten Ordnung, welche von R" längs der beiden 
Curven R"P", R"R geschnitten wird. 

Die Flächen P 1 , P 8 bestimmen ein Büschel (v'-f- v")-ter Ordnung, welches 
dem Büschel (Q", P") projectivisch ist. Ist *S"' eine beliebige Fläche dieses 
letzten Büschels, so erzeugen die entsprechenden und daher projectivischen 
Büschel (£', Ä") diejenige Fläche P des Büschels (P, , P 3 ), welche 

S" entspricht. 

Analog bestimmen die Flächen P', , P' 2 ein Büschel von der (""+ ")-ten 
Ordnung, das ebenfalls dem Büschel (('#', P") projectivisch ist. Die S" ent- 
Ciimoxa, Oberflleban. 9 
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sprechende Fläche P' wird von den entsprechenden projectivischen Büscheln 
(S", R") (S , R) erzeugt. 

Die Flüchen F , F' enthalten offenbar ausser der Curve R"S" die Curve 
der (>*'+»V-f-v"v).ten Ordnung, Ort eines Punctes (122) in dem sich drei 
entsprechende Flächen der drei projectivischen Büschel {S,R), {S\R') } {S",R") 
schneiden. Diese Curve liegt auf da die drei obigen Büschel sich in den 
drei gegebenen Netzen entsprechen. Wir haben daher das Endergebnis« : 
Die projectivücJten Büschel (F, , P s ) , (F', , P' 8 ) erzeugen einen Ort, der au» 
den Flüchen Ii" und $ zusammengesetzt ist. 

154. Wir setzen jetzt voraus, es sei v" = v' = v. In diesem Falle 
schneidet (152, Anmerkung) eine beliebige Fläche Rq des Büschels (R',R") 
die Flächen F, und P a in zwei Curven, die bezüglich auf zwei Flächen 
<j 0 , P 0 liegen , welche den Büscheln (Q' f Q") , (P' , P") angehören. Daraus 

folgt, dass die projectivischen Netze 

{P, Q, R, . ..) , 
<P» Q", R", . . .) 

denselben Flüchen P, ,F 2 , F', , P', Entstehung geben, und eine Fläche 3*-ter 
Ordnung erzeugen, welche mit <$ vier Curven der 3v*-ten Ordnung gemein 
hat, und also vollständig mit dieser Fläche zusammenfällt. Das heisst: 

Wird eine Flache 3v-ter Ordnung durch drei projectivische Netze 

(/\ Q,R,...), 
(P, Q\ /.",...), 
( P" t /"',••■), 

v-ter < Ordnung erzeugt, so kann man fia' ein beliebiges dieser Netze, e. B. für 
das zweite, ein neues Netz 

( P o>%> ] ' 0 » • • ) 

substituieren, das den gegebenen jmyectieisch üt, und aus Flächen gebildet wird, 
die bezüglich da, Büscheln (/", /*') , (tf, Q") , (R' t R") , . . . o»^. 

Analog können wir einem der drei gegebenen Netze 

V\ <i, R,...) 

ein neues Netz 

(P t , Q l ,*,,...) 

substituieren, wo die Flächen P y , Q,, /?,,.. . bezüglich den Büscheln (P', P 0 ), 
W, Qq),{R', /'<))'••• «»gehören oder, was dasselbe ist, den Netzen (P, P, P'), 
(Q, Q', Q") , (R, R', R"). Man kann endlich dieselbe Fläche <£ auch mittelst 
drei neuer Netze 

( ^2 > » » • ' » 
C s » ^« > » • • •) » 
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erzeugen, die den gegebenen projectivüch sind und au* Flächen 

(p,p' f /»»,...), 

(G,Q' # Ö",...), 
(Ä , if", . . .) , 

Aber noch mehr: Die projectivischen Netze 

(P,P',P",P lt ...), 

{Q , <?, <X\ <?!»•■•)» 
(/f , ß", Äj , . . .) , 

erzeugen eine Fläche 3*Mer Ordnung, welche die vier Curven 

der 3v'-ten Ordnung enthält und also mit $ zusammenfallt. Die Projectivität 
dieser drei Netze lässt sich sehr leicht bestimmen. Es sei P 1 eine beliebige 
Fläche des Büschels (P, P'); die entsprechende Fläche Q t bestimmt sich 
dann in der Art, dass die von den projectivischen Buschein (P, P', P,), (Q, Q', Q,) 
erzeugte Fläche mit derjenigen zusammenfällt, die durch die Büschel (P, Q), 
(P', Q*) erzeugt wird. Dadurch ist aber das Gesetz des gegenseitigen Ent- 
sprechens gegeben. Man gelangt also so stufenweise zur Aullösung des all- 
gemeineren Problems : Man nimmt im Netze (P , P', P") beliebig eine Fläche 
an, und sucht die entsprechenden Flächen der andern beiden Netze (Q ,Q', Q"), 
(R, R 4 , R"). 

156. Wir gehen über zur Betrachtung des symmetrischen Complexes 

P P P P 

11 ' * IS » "^18 ' *14 

p p p p 

21 ' SS » 33 » »4 
D p p p 
91 » 38 » 88 * 84 

^41 » ^48 » ^43 » ^44 ' 

bestehend aus vier projectivischen linearen Flächens ystemen dritter Stufe 
und v-ter Ordnung, in denen 

p it = p n * p \z = p z\ » p u = p u > p u= p n> p n = p u » P 84 ^ p a ' 

Die Fläche D der 4*-ten Ordnung, Ort der Puncte, welche vier 
den Flächen gemein sind (138), lässt sich in folgender Weise 

Die drei projectivischen Netze 

(P„ , P n , P a4 ) , (P n , P M , P w ) , (P 4J , P 4a , P u ) 



ergeben (152) eine Fläche der 3v-ten Ordnung, welche durch die Fläche 
P, erzeugt durch die Büschel (P M , P M ) , (P 43 , P u ), längs einer Curve 3v a -ter 

9* 
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Ordnung berührt wird — dieselbe liegt auf der Fläche, die durch die Büschel 
( p 32 » P sJ > ( p u > ^ oder durch die Büschel (P M , P„) , (P 48 , P 4i ) erzeugt 
wird — und der Ort eines Punctes ist , in dem sich je drei entsprechende 
Flächen der projectivi sehen Büschel (P n ,P u ) , (P W ,P M ) P„) schneiden. 
In ähnlicher Weise erzeugen die drei projectiviachen Netze 

> p i9 ' p u) > ( p ai * p n ♦ p *i) » (*4i > p n > ^44) 

eine Flüche $ J3 der 3Men Ordnung, welche von der Fläche P in einer 
Cnrve 3* a -tcr Ordnung berührt wird, die auf der durch die Büschel (PuiP M )> 
(P u , P u ) oder die Büschel (/>„ , P u ) , (P 4i , P u ) erzeugten Fläche liegt 
und der Ort eines Punctes ist. der je drei entsprechenden Flächen der projec- 
tivischen Büschel (P„ , P u ) , {P„ , P„) , (P 43 , Pj gemeinschaftlich ist. 

Endlich erzeugen die drei projectivischen Netze: 

(/jX ' PjZ » P i4^ » (^31 ' ^33 » P l\) ' ( P 4l ' P 4S » ^44) 

oder, was dasselbe sagen will (154), die drei projectiviachen Netze: 

(P n , , Pu) , (Pjtf » Pjj » ^8*) » ^4t ' ^48 » P 4i) 

eine Fläche $, 2 oder <£ n der 3Men Ordnung, welche von der Fläche P in 
den beiden obenerwähnten Curven 3**-ter Ordnung geschnitten wird. Daraus 
folgt, dass die gemeinschaftlichen Puncte dieser beiden Curven, also die 
4> 8 Puncte, durch welche (124) je vier entsprechende Flächen der projecti- 
vischen Büschel 

(^'13 » ^h) » (^23 * P n) * (^33 ' P v) » C43 » P 4j) 

hindurchgehen, so beschaffen sind, dass in jedem derselben die Fläche P 
alle drei Flächen <£ n , (P M , <P 12 berührt. 

Die Flächen 9 n , (? 12 bestimmen ein zu dem Büschel (P <8 , P 41 ) pro- 
jectivisches Büschel. Ist P 4f) eine beliebige Fläche dieses letztem Büschels 
und sind P 3p , P ap ,P ip die entsprechenden Flächen der Büschel (P ai ,P 3l ), 
(P^ , P 2 ,) , (P J2 , P n ), so entsteht die entsprechende Fläche <£ lp des Büschels 
( < S n , $j S ) durch die projectivischen Netze 

(P ip , P i3 1 P M ) t(P 3pt P 33 » P M ) » {P^ , P41 1 P«) • 

Die Flächen <£ tl , <S si bestimmen ein anderes demselben vorgenannten 
Büschel (/ 4J , P 4l ) projectivisches Büschel. Die Fläche 9 ip des Büschels 
(^ 21 ,^ K ), welche P 4p entspricht, entsteht durch die drei projectivischen 
Netze 

(l\ p » P\$ » ^14) » 0'a P > Pjj » * 34) . (Pip t P43 » A4) • 

Die beiden Flächen <$ ip , $ 2 ^, der 3vten Ordnung gehen gleichzeitig durch 
die Curvc der 3> 2 -ten Ordnung, die durch die Büschel {P ps , P pi ) , (P M , P u ) 
erzeugt wird, und auf der Fläche P liegt, und schneiden sich also ausserdem 
■och in einer Curve 6* J ter Ordnung, Ort eines Punctes (129), der je vier 
entsprechenden Flächen der vier projectivischen Netze 
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' P 1S » *h) ' (*»/» ' ' 'W ' ( P sp ' ^33 > P 3t) ' ( P ip • ^3 ' P tJ 

angehört. Diese Curve liegt auch auf der Fläche D , weil diese vier Netze 
in den gegebenen Systemen sich entsprechen, und die beiden projectivischen 
Büschel (£ n , $, a ) , (<P 21 , ^jj) erzengen also einen Ort, der aus der Fläche 
P 2v-ter Ordnung und der Fläche D der 4v-ten Ordnung zusammengesetzt ist. 

Die Doppelpuncte des zusammengesetzten Ortes sind also (151) die 
Durchschnittspuncte der drei Flächen tuiJjji^j- Diese drei Flächen be- 
sitzen aber 4* 3 Beriihrungspuncte, welche 4.4k 3 Durchschnittspuncten gleich- 
gelten, und also ist die Zahl der Doppelpuncte gleich 

(3v)3-4.4k3 = Hv3 . 

Nun sind die Doppelpuncte von P die * 3 Durchschnittspuncte der Flächen 
P as t P 44 , p zi und folglich hat die Fläche D eine Zahl von 10> 3 Doppel- 
puneten, die auf allen zu $ u ,Q n ,$ l9 analogen Flächen liegen. 

Da die Fläche D zugleich mit P vermittelst zweier projectivischer Büschel 
entsteht, welche einen symmetrischen Complex bilden, so wird sie von den 
Flächen , <£ w und allen ähnlichen längs ebensovielen Charakteristiken 
6v J -ter Ordnung berührt, und die Beriihrungspuncte zweier Flächen (Pj^^Pjj 
liegen beide auf ein und derselben Fläche <P I2 . 

Man kann ausserdem D alt den Ort der Doppelpuncte der Flächen 
<£„ • definieren. Die Doppelpuncte von sind nämlich (152) die- 

jenigen, welche einer unbegrenzten Zahl von Flächen gemein sind, z. B. die- 
jenigen, welche durch die Paare von projectivischen FlächenbUscheln 

*) ( p »* p 9i)> ew ; 

P) (^3,-^33). ( P 4i> P o) > 

*) { p n,r<n)> ( P 42» P «) i 

*) ( P tt ' P 23^ * ( P 42 * ^43' 

erzeugt werden, mit Ausnahme der gemeinschaftlichen Puncto der Flächen 
P a ' -^43 » P w * 8t a ' 8 ° * c,ner dieser Doppelpuncte, so gehen durch jr zwei 
entsprechende Flächen A s ,A t der Büschel -*), zwei entsprechende Flüchen 
B l ,B i der BUschel />), zwei entsprechende Flächen (\ , (\ der Büschel <x) 
und zwei entsprechende Flächen B^ , B 4 der Büschel x). Die Büschel der 
Colonne rechts sind in ein und demselben Netze ( P ti , P t3 , P Ai ) enthalten, 
und die Flächen eines Netzes, welche durch ein und denselben Punct r, der 
kein Basispunct des Netzes ist, gehen, bilden ein Büschel ; folglich gehören 
die Flächen A A , B A , C 4 demselben Büschel an, das in dem vierten gegebe- 
nen Systeme enthalten ist. Den Büscheln, welche dem letztern im zweiten 
und dritten gegebenen Systeme entsprechen, gehören bezüglich die Flächen- 
paare (By, Cj) , (A„, B.) an; und der Punct *, der allen diesen Flächen ge- 
mein ist, ist daher ein gemeinschaftlicher Basispunct drei entsprechender 
Netze in drei der gegebenen Systeme (dem zweiten, dritten und vierten). Durch 
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X geht auch eine Fläche des Büschels, welche jenen im ersten Systeme ent- 
spricht. Der Punct t liegt also in vier entsprechenden Flächen der vier 
gegebenen Systeme und ist daher ein Punct des Ortes D ; w. z. b. w. 

156. Wir wollen zuletzt die Fläche D der jttv-ten Ordnung betrachten, 
die der Ort eines Punctes ist, durch den je ß entsprechende Flächen von ß 
linearen projectivischen Flächensystemen (/*-l)-ter Stufe und v-ter Ordnung 
hindurchgehen. Den Complex der ß Systeme setzen wir vorläufig als nicht 
symmetrisch voraus; dann erhalten wir durch die Flächen, welche diese 
Systeme individualisieren, die quadratische Matrix 

Ai » ''la >'"> f*iß 
■^21 » * ' ' ' ' ^*iß 



die ß Zeilen und ß Colonnen besitzt Die Flächen derselben Zeile gehören 
demselben Systeme an, während die Flächen derselben Colonne sich ent- 



lassen wir in der Matrix die /»-te Zeile und <r-te Colonne aus, so er- 
halten wir einen niederen Complex aus ß—l niedern projectivischen Systemen 
(ß— 2)-t«r Stufe. Wir wollen durch H ptt die Fläche (ß— l)Mer Ordnung 
bezeichnen, die von ihnen erzeugt wird (144). 

Lässt man nur die <r-te Colonne aus, so erhält man einen Complex von 
ß niedern projectivischen Systemen der (/»-2)-ten Stufe; es sei hier Je 9 die 

Curvc der ^y~-^-ten Ordnung, die sie erzeugen (147), eine Curve, die 
offenbar auf D liegt und auf allen Flächen D 1<r , D 2<r , . . . , 

Lassen wir nur die p te Zeile in derselben Matrix aus, so behalten wir 
ß— 1 projectivische Systeme (ß — l)-ter Stufe übrig. Es sei l p die von ihnen 
erzeugte Curve (147) der Ordnung: 

Diese Curve liegt auf D und auf allen Flächen D pi , D p% , . . . , D p/i . 

Vertauschen wir jetzt in der gegebenen Matrix die Zeilen mit den Co- 
lonnen, so dass wir die neue Matrix 

p \i> -*ai« •••'Pßi 



P\ß* Pißi'- •» **ßß 

erhalten, so stellt diese einen neuen Complex von/t linearen projectivischanSyste- 
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meo der (p — l)-ten Stufo dar 1 )* Es «ei G die Fläche /*Mer Ordnung, die diese 
Systeme erzeugen, und man bezeichne durch Q. ptr die Fläche der (fi — l)v-ten 
Ordnung, die aus der inversen Matrix auf dieselbe Weise entsteht, wie H pa 
aus der primitiven Matrix erhalten wurde; durch h p ,m a aber die %wk a ,l p 
analogen Curven. 

Nimmt man an, es sei Dp a und d ptr e ine einzige Fläche, dann fällt 

auch die Curve k^ die den Flächen D 1<r , D 2<r , . . , H ßa gemein ist, mit der 

Curve m a zusammen , die den Flächen (L ax , d^, d af j. gemeinschaftlich 

angehört ; und in ähnlicher Weise fällt l p mit h p zusammen. Folglich habeu 

die Flächen D und d alle Curven k und l gemein, und fallen iaher in eine 

einzige Fläche zusammen, die von D pa in zwei Curven k a ,h„ beide von 

liip.—\) r ' 

der Ordnung — ' ^ v» geschnitten wird. Die eine derselben liegt auf allen 

Flächen D ]<r ,D s<r , , die andere auf allen Flächen D„, , D„ 2 , . . . Die 

abgenommene Voraussetzung ist aber für p = 2 und ß = 3 bewiesen (152, 154) ; 
folglich gilt sie allgemein. 

Lassen wir in der gegebenen Matrix die p-te und «r-te Colonne aus, so 
erhalten wir n niedere projectiviache Systeme (/*-3)-ter Stufe, und die Zahl 
der von ihnen erzeugten Puncte ist (149) 

^-1)(^_2) 
" iT2 . 3~' • 

Diese Puncte sind offenbar h p und k g gemein, und daher wird in diesen 
Puncten die Fläche D von der Fläche D po berührt. 

157. Es sei jetzt der durch die gegebene Matrix dargestellte Complex 
symmetrisch, das beisst es sei P p „=P„ p , und daher auch T) p<T =D ap} 
h p ~k p . Jetzt fallen die beiden Curven, in denen die Fläche J) pp die 
Fläche D schneidet, in eine einsige Curve zusammen, das heisst D pp berührt 

D längs einer Curve k p der V -Men Ordnung, die allen Flächen D )/} , 

Dgj» , > Dfip gemein ist, und folglich schneidet T) po die Fläche D in zwei 

Curven k p , k ff , welche die Beriihrungscurven (Charakteristiken) zwischen D 
und D pp und D m sind. 

Die beiden Flächen D-^ , H aa schneiden sich ausser in der Curve k p} 
die sie mit D gemein haben , in einer andern Curve von der Ordnung 

j — 2~ die durch die P — 1 niedern projectivischen Systemen (p— 3)-ter 

Stufe erzeugt wird, die man erhält, wenn man in der gegebenen Matrix 
die p-te Zeile und die p-te und <r-te Colonne wegliisst. Diese Curve liegt 
offenbar auch auf der Fläche X der (/<— 2)> ten Ordnung, die von den p— 2 
niedern projectivischen Systemen (p— 3)ter Stufe erzeugt wird, welche da- 



l) In Betreff der Bestimmung dos projectiviachen Entsprechet» der netten Sy- 
steme sehe man den Schluss der So. 154. 
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durch entstehen, dass man die p-ia und »-te Zeile und die p-te und *-te 
Colonne in der vorgelegten Matrix ausübst. 

Dieselbe Eigenschaft lässt sich für jedes Paar entsprechender Flächen 
der Büsche! (D^ , Dp a ) , (D a p , D M ) nachweisen, die projeetivisch sind, da 
Bie (155) beide dem Büschel (P utr , P U p) projeetivisch sind. Die beiden 
vorgenannten Büschel erzeugen also einen aus den beiden Flächen X und D 
zusammengesetzten Ort. Da dieselben beiden Büschel einen symmetrischen 
Complex bilden, so sind (151) die Doppelpuncte des zusammengesetzten 
Ortes die gemeinschaftlichen Durchschnittspnncto der drei Flächen h pp , 
D<r«r , Dp<r 

Nun ist X dasselbe in Bezug auf die beiden Flächen D^, , D oa , was 
diese in Bezug auf D sind ; folglich berührt X die Tipp > D ff<r längs zweier 

Curven jede von der Ordnung — -. -^ - ^ " 8 » die man durch die Complex e 

der niedera Systeme erzeugen kann, welche man aus der gegebenen Matrix 
erhält, wenn man in beiden die p te und <Me Zeile und bezüglich die /»-te 
und <r-te Colonne auslässt. Die nämhehen beiden Curven bilden auch den 
Durchschnitt zwischen X und Dpa, wie man beweisen kann, indem man auf 
diese beiden Flächen das Raisonnement anwendet, das man oben (156) bei 
den Flächen und D benutzt hat. Die drei Flächen D^,, T) 00 , 

werden daher von ein und derselben Fläche X berührt, und berühren sich 
daher selbst untereinander in den 

"iT2 : $~ 



gemeinschaftlichen Puncten der obigen beiden Curven, das heisst, in den 
Puncten, die durch die niedern Systeme erzeugt werden, welche die vorge- 
legte Matrix liefert, wenn man die p-ie und ff-te Zeile auslässt. Jeder dieser 
Berübrungspuncte zählt für vier Durchschnittspuncte , und folglich ist die 
gemeinschaftliche Zahl der Doppelpnncte von D und X gleich 

Wir haben somit den Satz: Die durch n lineare projectivitche Sytteine (fi—\)- 
ter Stufe und >-ter Ordnung, die einen symmetrischen Complex bilden, erzeugte 

Fläche D hat ^—-lä Doppelpuncte '). 

Wie im Falle m=S oder ju = 4 (152, 155) würde man noch beweisen 
können, dass D auch der Ort der Doppelpuncte der zu "D pp analogen Flächen ist. 



1) Saljcow, a. a. O, S. 496. 
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C A P I T E L X. 

EIGENSCHAFTEN DER CONJU GIER TEN 
KERNFLÄCHEN. 

158. Wir kehren zu der Betrachtung der Fundamentalfläcbe F„ der v-ten 
Ordnung zurück, die wir als ganz allgemein, aUo ohne vielfache Puncto 
voraussetzen. Wir haben gesehen (88), da&s die ersteto Polarflachen aUer 
Puncte des Baumes ein lineares System im engern Sinne der (v— l)-ten Ord- 
nung bilden. Die Jacobiana dieses Systems, das heisst der Ort der Doppel- 
puncte der ersten Polarfläcben , oder auch (90) der Ort der Puncte, deren 
Quadripolarflächen Kegel sind, ist (139) eine Fläche der 4(v— 2)-ten Ord- 
nung. Man nennt diese Fläche die Hessiana oder die Kernfläche der Fun- 
damentalfläche. 

Es seien P 1 ,P J ,P S , P A die ersten Polarflächen vier beliebiger Puncte 
ü l ,a v a i ,a i , die nicht in derselben Ebene liegen; man kann dann (139) 
die Hessiana als Jacobiana dieser vier Flächen (v — l)-ter Ordnung ansehen 
Die ersten Polarflächen aller Puncte des Baumes in Bezug auf diese vier 
Flächen bilden nun (83) einen symmetrischen Complex aus vier linearen pro- 
jectivischen Systemen dritter Stufe und (v— 2)-ter Ordnung. Man hat da- 
durch den Satz : 

Die Hanana besitzt MX*— 2)* Doppelpuncte, die auf einer unbegrenzten 
Z<tM von Flächen 3(v— 2)-ter Ordnung ($ n ,$ ia , . . .) liegen. 

Wir bezeichnen durch P po die zweite gemischte Polarfläche der beiden 
Puncte o.p , Hg- und bedienen uns im Uebrigen der schon oben"* (155) ange- 
' wendeten Symbole. Man sieht dann sogleich, data <£ u der Ort der Pole 
der Ebene OjO^ ist in Bezug auf die ersten Polarflächen der Puncte der 
Ebene a 3 o,a 4 (128), und auch der Ort der Pole der Ebene a 3 a 3 a 4 in Bezug 
auf die ersten Polarflächen der Puncte der Ebene U|fl 3 o 4 . Wenn aber (83) 
die Ebene a } a 3 a 4 die {y — 2)-te Polarfläche eines Punctes x ist in Bezug auf 
die erste Polarfläche eines Punctes a p der Ebeue a,a 3 a 4 , so ist dieselbe 
Ebene a 1 o J o 4 auch die erste Polarfläche von a p in Bezug auf die (>— 2)-te 
Polarfläche von jt, das heisst, a t a 3 a 4 ist die Polarebene von a p in Bezug auf 
die Quadripolarfläche von x. ist also der Ort eines Punctes x, für den die 
Ebenen a 1 a 3 a 4 » a 3 °s a 4 ,n ^ WM f au f ^ e Quadripolarfläche von x conjugiert 
sind *). 

Man hat den speciellen Fall: ist der OH der Pole der Ebene 



i) Der Schnitt von $ n durch eine der Ebenen a 3 o 3 a 4 , a 1 a 3 a 4 ist offenbar der 
Ort der Berflhrungspuncte der einen Ebene mit den ersten Folarflichen der Puncte 
der andern. 
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a s o 3 a 4 in Bezug auf die ersten Polarflächen der Puncte derselben Ebene und 
auch der Ort eines Punctes, dessen Quadripolarfläche die Ebene a 3 <t 3 a. be- 
rührt; <$ u wird die nämliche Bedeutung in Bezug auf die Ebene o 1 a,a 1 
haben. Wir nennen die Flachen $„ , gemeine Polarflächen der respectiven 
Ebenen o,a a a 4 , o,a,o 4 und die Fläche $, 2 die gemischte Polarfläche der- 
selben beiden Ebenen. Wir haben so (155) den Satz: 

Die Jfessiana wird von der ganeinen Polarfläche einer beliebigen Ebene 
längs einer Haumcuroe 6(v— 2) 3 -/er Ordnung berü/irt, welche der Ort der Doppel- 
puncte der ersten Polarflächen ist, deren Pole in der gegebenen Ebene liegen. 
Die beiden Berührtmgscurven der Hessiana mit den gemeinen Polarflächm 
zwei beliebiger Ebenen liegen beide auf der gemischten Polarfläche dieser beiden 
Ebenen. Alle gemeinen und gemischten Polarflächm und folglich auch alle der- 
artigen liaumeurven 6(v— 2)*-fcr Ordnung gehen durch die KXf— 2)> Doppel- 
punete der Hessiana. 

159. Die gemeine Polarfläche $ einer beliebigen Ebene o,a,o 3 hat 
i(y— 2)8 Doppelpuncte (152), die auf einer unbegrenzten Zahl von Flächen 
2(y— 2)-ter Ordnung (P n , P ia , • . .) liegen. Sind a p , a a zwei auf einer gege- 
benen Geraden Ii zierte Puncte, und ist 0£ ein auf einer andern Geraden g 
beweglicher Punct, so bilden die Flächen P p £,P e g zwei projectiviache 
Büschel, die eine Fläche P der 2(v— 2)-tot Orelnung erzeugen, welche der Ort 
der Polaratrven (x - 2) 3 -ter Ordnung der Geraden * p a 0 in Bezug auf die 
ersten Polar/Richen der Puncte von g ist (86). Wenn aber (84) die ersten Polar- 
flieben von a p , * c in Bezug auf die erste Polarfläche von 0£ durch einen 
Punct Qiyj gehen, so geht umgekehrt die erste Polarfläche von a( in Bezug 
auf die (* — 2)-te Polarhache von durch 0^,0^, das heisst, die Polar- 
ebenc von in Bezug auf die Quadripolarfläche von geht durch die 
Gerade a^a^ P ist daher der Ort eines Punctes a^, für den die in Bezug 
auf die Quadripolarfläche von o r Conjugierte von g durch die Gerade &f,a a 
geschnitten tcird. In dieser Definition kann man offenbar die Geraden a p a a 
und g mit einander vertauschen, und P ist al*o auch der Ort der Polar- 
curven von g in Bezug auf die ersten Polarflüchen der Puncte von 0^^. Nach 
dem Vorhergehenden schneidet die Fläche P p g die Fläche P in zwei Curven 
(v— 2) ? -ter Ordnung deren eine die Polarcurve der Geraden a p a a in Bezug 
auf die erste Polarfläche des Punctes of von g, und die andere die Polar- 
curve von g in Bezug auf die erste Polarfläche des Punctes a p der Geraden 
o-O^ ist. Die ("— 2) 2 gemeinschaftlichen Puncte dieser beiden Curven sind 
aber ebensoviel Berfihruiigspuncte zwischen P p g und P, und P ist daher 
auch die einhüllende Fläche der zureiten gemischten Polarfläche zweier beweg- 
licher Pole, eines auf g, des anderen auf a p ttg. Wir nennen diese Fläche P 
die gemischte Polarfläche der Geraden g und a^a^. 

Für die Fläche <£ sieht man leicht, dass die P„ die gemischte Polar- 
fläche der Geraden o,o a , o 3 q 3 ist. P n hat ebenso die nämliche Bedeutung 
in Bezug auf zwei zusammenfallende Geraden, das heisst, P n ist der Ort 
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der Pole, deren Quadripolarflächen die Gerade o 2 o 3 berühren, u. s. w. Wir 
nennen diesen Ort die gemeine Polarfläche der Geraden 0,0,. Aus Altera 
erhält man schliesslich (152): 

Die gemeine Polarfläche einer gegebenen Ebene wird von der gemeinen 
Polarflüche einer beliebigen in dieser Ebene gelegenen Geraden längs einer 
Raumcurve 30— 2) a -ter Ordnung berührt, die der Ort der Pole der Ebene tn 
Bezug auf die ersten Polarflächen der Puncte der Geraden ist. Die beulen 
Berührungscurven zwischen der Polarfläche der Ebene und den gemeinen Po- 
larflächen zweier Geradtn, die in dieser Ebene gezogen sind, liegen auf der 
gemischten Polarfläche der beiden Geraden. Alle jene gemeinen und gemischten 
Polarflächen der Geraden der Ebene, und folglich auch alle obigen llaumcurven 
3(v— 2) a -ter Ordnung gehen durch die 4(v— 2)* Doppelpunkte der Polarfläche 
der gegebenen Ebene. 

160. Die Fläche Pp^, zweite gemischte Polarfläche der Puncte * p ,* 9 
läset selbst wieder eine Definition zu, die derjenigen für die Flächen <£ u 
und P I9 analog ist. Gebt nämlich die erste Polarfläche von *p in Bezug 
auf die erste Polarfläche von a a durch einen Punct 0^, so geht umgekehrt 
(84) die erste Polarfläche von * 0 in Bezug auf die (v— 2)-te Polarfläche von 
0£ durch üp, das heisst, die Polarebene von a„ in Bezug auf die Quadri- 
polarfläche von af geht durch a~ ist also der Ort eines Punctes 0£, 
für den die Puncte a p , u a in Bezug auf die QuadripolarfläcJte von Of con- 
jugiert sind. Fallen die Puncte zusammen, so kommt man auf die 
Erklärung von P pp zurück {gemeine zweite Polarfläche des Punctes 0^). 

161. Die gemeine Polarfläche P einer beliebigen Geraden öjO, hat 
(v — 2)3 Doppelpuncte (151), die in einer unbegrenzten Zahl von Flachen 
(*-2)-ter Ordnung (P n , 1\ 9 , . . .) liegen. Man wird so auf folgenden Satz 
geführt: 

Die gemeine Polarfläche einer gegebenen Geraden wird von der stteeiten 
gemeinen Polarfläche eines beliebigen Punctes dieser Geraden längs einer Raum- 
curve [y— 2) 2 -ter Ordnung berührt, welche die Polarcurve der Geraden in Be- 
zug auf die erste Polarfläche des Punctes ist. Die beiden Berührungseurven 
zwischen der Polarfläche der Geraden und den zweiten gemeinen Polarflächen 
zweier beliebiger Puncte der nämlichen Geraden liegen auf der zweiten gemischten 
Polarfläche beider Puncte. Alle jene gemeinen und gemischten Polarflächen 
der Puncte der Geraden, und folglich auch alle obigen Curven (v—typ-ter Ord- 
nung gehen durch die ("— 2)> Doppelpuncte der Polarfläche der gegebenen 
Geraden. 

162. Aus dem Vorhergehenden (159, 161) folgert man: Die gemeine 
Polarfläche einer Ebene ist die oinlnülende Fläche der gemeinen Polarflächen 
der Geraden in dieser Ebene, und : Die gemeine Polarfläche einer Geraden ist 
die einhüllende Fläche der gemeinen zweiten Polarflächen der Puncte dieser 
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Geraden. Man kann noch hinzufügen (152, 155). Die gemeinen und gemischten 
Polarflächen zweier Geraden, die in derselben Ebene liegen, werden von der 
zweiten gemeinen Polarfläche des Durchschnittspunctes dieser Geraden in den 
nämlichen (v— 2)» Puncten berülirt. (Es folgt daraus noch, dass die gemeine 
Polarfläche einer Ebene auch die einhüllende Fläche der gemeinen ztceiten Po- 
larflächen der Puncte der Ebene ist); nnd : die gemeinen und gemischten Polar- 
flächen zweier Ebenen werden von der gemeinen Polarflache der gemeinschaft- 
lichen Geraden beider Ebenen in denselben 4(y — 2)> Puncten berührt Aus- 
serdem auch noch (153): Die Raumcurve 3(v — 2) s -ter Ordnung, Ort der 
Pole einer gegebenen Ebene in Bezug auf die ersten Polarfläcben der Puncte 
einer gegebenen Geraden, liegt auf der gemischten Polarfläche dieser Ebene 
und einer beliebigen andern Ebene, welche durch die gegebene Gerade geht, 
und ebenso auf der gemischten Polarfläche dieser Geraden und einer andern 
beliebigen Geraden, die in der gegebenen Ebene liegt. U. s. w.; u. s. w. 

163. Die ersten Polarflächen der Puncte einer beliebigen Geraden bilden 
ein Büschel, welches 4(v— 2)* Flächen enthält, die einen Doppelpunct besitzen 
(125). Folglich der Satz: 

Der Ort der Pole, deren erste Polarflächen einen Doppelpunct haben, ist 
eine Fläche 4(" -2)* Um Ordnung. 

Man nennt sie conjugierte Kernfläche oder Steineriana. 

Wir können sagen (90), die Hessiana ist der Ort der Puncte, deren 
Qiuidripolarflächen Kegel sind, und die Steineriana ist der Ort der Scheitel 
dieser Kegel. 

Die Hessiana und die Steineriana entsprechen sich Pund für Punct. Ist 
o ein Doppelpunct der ersten Polarfläche eines Punctes o', das heiast, ist o 
der Pol eines Quadrikegels mit dem Scheitel o', so sind die Puncte o, o' 
zwei entsprechende Puncte der Hessiana und Steineriana. 

164. Die Hessiana ist auch der Ort der Beriihrungspuncte ztritchen den 
treten Polarflächen (133). Es seien o, o' zwei entsprechende Puncte der 
beiden conjugierten Kernflächen, dann bestimmt die erste Polarfläche von o' 
in Gemeinschaft mit einer andern ersten Polarfläche, die durch o geht, ein 
Flächenbüschel, dessen Flächen in o von derselben Ebene E berührt werden. 
Jeder Punct p, der dieser Ebene und der Polarebene von o geraein ist, 
besitzt eine zweite Polarfläche, die durch o geht — die Gerade po ist in 
der That Tangente der ersten Polarrläche von » in o. — Nun besitzt der 
Punct o' aber selbst diese Eigenschaft, also liegt o' auf dem Durchschnitt 
der Ebene E mit der Polarebene von o, das heisst, die Ebene E geht stets 
durch die Gerade oo'. 

165. Es seien o,o t zwei unendlich nahe Puncte der Hessiana; o', o', 
die ihnen entsprechenden Puncte der Steineriana. Sobald die ersten Polar- 
flachen von o', unmittelbar aufeinander folgen und je einen Doppelpunct 
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o, o. besitzen , geht ihre Durchschnittscurve durch o, und folglich iuom die 
Polarebene von o durch o'o'j gehen, welche Gerade die Steineriana in o' 
berührt. Dies ist stets richtig, was auch die Richtung dieser Tangente ist, 
und folglich ist die Polarebene eines Fundes der Hessiana Tangentialebene 
der Steineriana im entsprechenden Pustete. 

Man leitet hieraus ab, dass die Steineriana eine Flüche von der H»— l^iy— 2)- 
ien Ckuse ist, denn dies ist die Zahl der Durchschnittspunote der Hessiana 
mit der Polarcurve einer beliebigen Geraden. 

166. Die Pole einer Ebene in Bezug auf die Fundamentalhache sind 
(87) die l) 3 Dnrchschnittspuncte der ersten Polarflächen dreier Puncte 
a, b, c dieser Ebene. Es sei a ein Punct der Steineriana, und obe die 
Tangentialebene dieser Fläche in o; in diesem Falle besitzt die erste Polar- 
fliiehe von o einen Doppelpunct a', und die ersten Polarflächen von b und r 
gehen durch o'. Daraus folgt der Satz : Die Tangentialebene der Steineriana 
hat in einem ihrer Puncte zwei mit dem correspondierenden Puncte der Hessiana 
zusammen/allende Pole. 

167. Ein Doppelpunct at der Hessiana liegt auf der gemischten Polar- 
fläche zweier beliebiger Ebenen (158), das heisst, es gibt auf einer beliebigen 
Ebene einen solchen Punct, dass die Polarebene von at iu Bezug auf die 
erste Polarfläche dieses Puncte« unbestimmt ist, oder anders ausgedrückt: 
es gibt in einer beliebigen Ebene einen Punct, dessen erste Polarfläche in m 
einen Doppelpunct hat. Folglich ist m ein Doppelpunct einer unbegrenzten 
Zahl erster Polarflächen, deren Pole, die natürlich der Steineriana angehören, 
(163) in gerader Linie liegen, denn es gibt einen solchen Pol in jeder belie- 
bigen Ebene. Dem Puncte » entspricht also auf der Steineriana anstatt eines 
einzigen Punctes eine Gerodet v <> n der daher jeder Punct für die Quadripolar- 
fläche von at ein Doppelpunct ist. Das heisst : DU QuadripolarJUtche von m 
ist ein Ebenenpaar , welches durch diese Gerade geht, und die Polarebene von 
at herüJtrt die Steineriana längs dieser ganzen Geraden. 

Man hat folglich den Satz: 

Die Steineriana enthält 10(v— 2)8 Gerade, die einzeln den Doppelpuncten 

168. Zwei bezüglich auf der Hessiana und Steineriana gelegene Curven 
kann man entdeckend nennen, sobald die eine der Ort der entsprechenden 
Puncte der Puncte der andern ist So sind zum Beispiel die ebene Curve 
4(y— 2)*-ter Ordnung, in der die Steineriana durch eine beliebige Ebene E 
geschnitten wird, und die Raumcurve 6(v— 2) 2 -ter Ordnung, längs deren die 
Hessiana von der gemeinen Polarfläche von E berührt wird (158), zwei ent- 
sprechende Curven, weil die zweite Curve der Ort der Doppelpuncte der 
ersten Polarflächen der Puncte von E ist. 

Man kann auch sehr leicht die Curve bestimmen, welche der Durch- 
schnittacurve der Hessiana mit einer beliebigen Fläche S^ der Men Ordnung 
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entspricht. Eb sei K die einhüllende Fläche der Polarebenen der Puncte 
Ton eine Fläche, die auch der Ort der Pancte ist, deren erste Polar- 
flächen berühren (94). Ist o ein gemeinschaftlicher Punct von «S^ 
und der Hessiana, so berührt die Polarebene von o gleichseitig K und die 
Steineriana im entsprechenden Puncte o' (166). Nun berührt die erste Polar- 
däche von o', da sie in o 'einen Doppelpunct besitzt, in diesem Puncte; 
o' gehurt also auch K an, und folglich haben die Steineriana und die Fläche 
A* einen Berührungspunct in o. K berührt daher die Steineriana länge der 
Curve, welche, der Durchschnittscurve der Hessiana mit entspricht l ). 

Die Puncte, in denen diese Bertihrungscurve von einer beliebigen Ebene 
geschnitten wird, entsprechen den gemeinschaftlichen Puncten von 8^ und 
einer Curve 6(f— 2)*-ter Ordnung. IHe Ordnung der Berährungseurve ist 
dalicr du{y— 2)*. 

Man kann auch nach der Ordnung von K fragen. Die Puncte, in denen 
diese Fläche von einer beliebigen Geraden getroffen wird, sind die Pole eben- 
sovieler Flächen eines Büschels, welche S ß berühren; folglich (137) ist K 
von der Ordnung 

*[3(*-2)*+(/a-l)ä + 2(*-2)(/<-l)] . 

Ist ß=\, so ist Ä', Ort eines Puncte*, dessen erste Polarflache eine gege- 
bene Ebene berührt, von der Ordnung 3(v— 2)*, wie man schon früher (94) 
gefanden hat. 

169. Wir haben oben (69) gesehen, dass die QnadripolarflUche eines para- 
bolischen Punctes der Fundamentalfläche ein Kegel ist. Umgekehrt ist es 
klar, daas jeder Ponct der Fundamental fläche , dessen Qüadripolarflächc ein 
Kegel ist, der aber seinen Scheitel nicht im Pole haben darf, da man sonst 
einen Doppelpunct hätte, ein parabolischer Punct sein muss. Folglich ist 
der Ort der parabolischen Puncte diejenige Jlaumeurve i?(y— 2)-ter Ordnung, 
welche den Durchschnitt der Fundamentalfläche mit der Hessiana darstellt. 
Diese Curve theilt natürlich die Fluche in zwei Regionen, deren eine die 
hyperbolischen Puncte, die andern die elliptischen Puncte enthält. (25. An- 
merkung »)). Das heisst, die Tangentialebene eines Punctes der Fundamental- 
fläche F v schneidet diese in einer Curve, für die der Berührungspunct ein 
Knotenpunct oder ein isolierter Punct ist, jenachdem derselbe der ersten oder 
zweiten Region angehört 

170. Eine Tangentialebene von F v ist stationär, wenn der Beriihrunga- 
punet parabolisch ist. Nun trifft die erste Polarfläche eines beliebigen Punctes 
des Raumes die parabolische Curve in 4*0'— IX»— 8) Pnncten ; die Zahl drückt 



Da« nämliche Raisonnemen t zeigt, das» auch die ileveloppable Polarfllche 
einer Geraden die Steineriana in den entsprechenden Puncten der Durchsehnitto- 
punete der Hessiana mit dieser Oeraden berührt. Dieselbe Eigenschaft gilt für eine 
beliebige Cnnre. 
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also aus, wieviel stationäre Ebenen durch den beliebigen Punct gehen, wie 
man schon anderweitig gefanden (67). 

171. Man setze jeUt voraus, die Fundamentalfläche F v enthalte eine 
Gerade a. Eine beliebig durch a gelegte Ebene schneidet F v in einer Curve 
(x-l)-ter Ordnung; und eine Fläche (*-l)-ter Ordnung, die man ebenfalls 
beliebig durch diese Cnrve legt, schneidet F v nochmals in einer Raumcurve 
c der (? — l)*-ten Ordnung, die man als Basis eines Büschels ("— l)-ter 
Ordnung nehmen kann. Eine beliebige Fläche S dieses Büschels schneidet 
F y in einer ebenen Curve (** — l)-ter Ordnung, deren Ebene E durch die 
Gerade a geht, denn die letztere Curve muss die v-1 DurchschnitUpuncte 
von S und o enthalten. Man kann also F„ mit Hilfe zweier projectivischer 
Büschel erzeugen, eins das Büschel der Ebenen E durch a, das andere der 
Flächen S durch c. 

Jede Ebene E berührt F„ in v—l Puncten, nämlich in den Functen, 
in denen a die E entsprechende Fläche S trifft, denn diese Puncto sind für die 
Schnittcurve von F v und E Doppelpuncte. Man kann die Zahl der Ebene 
E verlangen, welche ^ ausserhalb der Geraden a berühren. Eine Ebene 
E beliebig durch a gelegt berührt 3(f— 2)* Flächen S', denn diese bilden 
ein Büschel, denen ebensoviel Ebenen E' entsprechen. Umgekehrt ist die 
einer beliebigen Ebene E' entsprechende Flache S' von der Ciasse (*— IX*— 2) a 
ond wird also von ebensovielen Geraden E berührt. Es geschieht also 
3(v_2)2-f-(j/— iXv— 2)* mal, das zwei Ebenen E und E' zusammenfallen; das 
heisst, et gibt ("+2X*'— 2)* Ebenen E, deren jede F v in einer Ctirve (*— \)-ter 
fhrdnung mit einem Doppelpuncte schneidet. 

In dem Büschel der Flächen S gibt es 2(*— 2), welche a berühren. Die 
Berübrungspuncte sind die Doppelpuncte der Involution (v — l)-ten Gerades, die 
durch die Flächen 5 auf a erzeugt wird, oder, was dasselbe ist, durch die 
Curven l) ter Ordnung, die den Durchschnitt von F v mit den Ebenen E 
bilden. Diese 2(v — 2) Puncte sind die einzigen parabolischen Puncte, die 
sich auf a befinden; denn, ist ein Punct von a parabolisch, so muss die 
Tangentialebene E von F v in diesem Puncte letztere Fläche längs einer 
Curve (v— l)-ter Ordnung schneiden, die in obigem Puncte durch a berührt 
wird. Da aber andererseits die Hessiana von der 4(v— 2)-ten Ordnung ist, 
so müssen die 2(v— 2) genannten Puncte die 2) Durchschnittspuncte 
dieser Fläche mit der Geraden a repräsentieren. Daher der Satz: 

Jede Gerade, die auf der Fundamentalfläche liegt, beriütrt die Hessiana 
in 2(v— 2) Funden und folglich auch die parabolisclie Curve. 

172. Was ist die Ordnimg des Ortes der Paare osculierender Geraden 
der Fundamentalfläche in den Puncten der Durchschnittscurve dieser Fläche 
mit einer andern Fläche der A«-ten Ordnung? Erinnern wir uns, das« 
die Oscuüerenden in einem Puncte von F v den Durchschnitt der Polarebene 
mit der Quadripolarfläche dieses Punctes bilden (69). Es sei daher g eine 
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beliebige Gerade ; jr ein beliebiger Punct dieser Geraden. Wenn eine Quadri- 
polarfläche durch % geht, so ist der Ort des Poles die zweite Polarfläche 
von %, welche die Curve (ß») in — 2) Puncten schneidet ; und die Polar- 
ebenen dieser Punct e treffen g in aK"— 2) Puncten je'. Umgekehrt haben 
die Polarebenen, die durch einen beliebigen Punct jr' von g gehen, ihre Pole 
auf der ersten Polarfläche von welche die Curve (fw) in /aK"— 0 Puncten 
treffen, deren Quadripolarflächen SM*— I) Puncte x auf g bestimmen. Es 
gibt also auf g 

luiv— 2)-f-2/<tv(i»-l) = fuiZv— 4) 

Pnncte, in denen ein Punct x mit einem Puncte jr' zusammenfällt. Man 
erhält so den Satz: 

Der Ort der Osculierenden der Fundamentalfläche in den Puncten der 
Durchschnütscurve derselben mit einer andern Fläche ßter Ordnung in 
eine Fläche der ß»(3v—4)-lm Ordnung. 

Für diese im Allgemeinen windschiefe Fläche ist die Curve (m v ) doppelt, 
denn jeder Punct derselben ist der Durchschnitt zweier gradliniger Gene- 
ratrixen. Ist ß = l, so schneidet der fragliche Ort die Ebene J.S in dem 
Schnitte der Fläche F v durch S und in den 3K»<-2) stationären Tangenten 
dieser ebenen Curve. 

Iat // = 4(v-2), so geht die Ordnung des Ortes in 4K"-2X3*-4) über; 
ist aber die Hessiana, so darf man nur die Hälfte dieser Zahl nehmen, 
da in diesem Falle die Curve {uv) die parabolische Curve ist (169), und 
folglich in jedem ihrer Puncte die beiden Osculierenden zusammenfallen. 

In demselben Falle ist der Ort eine Developpable , da die Tangential- 
ebene eines parabolischen Punctes von F v stationär ist, das heisst, da sie 
als eine Bitangentialebene betrachtet werden muss, deren beide BerUhrungs- 
punete unendlich nahe sind, und da zwei stationäre Ebenen, die unmittelbar 
auf einander folgen, durch die Osculierende gehen (31). Daraus folgt: Der 
Ort der Osculierenden längs der parabolischen Curve fällt mit der etnJiüÜen- 
den Fläche der stationären Ebenen zusammen l ) , deren Gasse wir schon 
früher bestimmt haben (67). 

173. Man verlangt die der Fundamentalfläche längs der Durchschnitts- 
curpe v-ter Ordnung mit einer Ebene E umgeschriebene Developpable. 

Die erste Polardäche eines beliebigen Punctes r des Raumes trifft die 
Curve (v) in v(v— 1) Puncten, also ist die Gasse der Developpablen gleich v(v— 1). 

Wenn zwei dieser v(v— 1) Puncte zusammenfallen, so gehört der Punct 



1) Diese Developpable ist der Steineriana langt der Curve von der Ordnung 
6v(f— S) 8 umgeschrieben, welche der parabolischen Curve entspricht (168). In der 
That, ist 0 ein parabolischer Punct, so berührt die — hiar stationäre — Polarebene 
von o in diesem Puncte die Fundamentalfläche und im correspon liierenden Puncte 
die Steineriana (165). 
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x der Developpablen an. Wieviel solcher Puncte gibt es nun auf einer 
beliebigen Oeraden g? Die ersten Polarflächen der Puncte von g bilden 
ein Büschel und schneiden also die Ebene E in einem Curvenbüschel (v— l)-ter 
Ordnung in dem es *(3v— 5) Curven gibt *), welche die Curve (») berühren, 
sobald man diese ohne vielfache Puncte voraussetzt. Hat diese Curve * 
Doppelpuncte und * Spitzen (das heiast, hat E d gewöhnliche und x stationär« 
Berührungen mit F v ), so geht obige Zahl über in KS*— 5) — (2<*+8*)*). Diese 
Zahl drückt daher die Ordnung untrer Developpablen aus. 

Gibt es unter den *(* — 1) Durchschnittspuncten der ersten Polarfläche 
von x mit der Curve (») drei zusammenfallende Puncte, so liegt jr auf der 
Cnspidalcurve der Developpablen; hat dagegen die erste Polarfläche von * 
zwei Berührungen mit der Curve (*»), so ist x ein Punct der Doppelcurve 
der Developpablen. Man kann daher nach der Zahl derartiger Puncte x auf 
einer beliebigen Ebene fragen. Die ersten Polarflächen der Puncte dieser 
Ebene schneiden E in einem Cnrvennetze (y— l)-ter Ordnung, in dem es 

6v(v-2)-(6*+8«) 
Curven gibt, welche die Curve (v) oscuüeren, und 

i[K3i'-5)-(2J+8z)l»-Kll*'-21)+10rf+yz «) 

Curven, welche die nämliche Curve in zwei getrennten Pnncten berühren. 
Diese Zahlen drücken die Ordnung der Cnspidalcurve und die Ordnung der 
Knolencurve der Developpablen aus, um die es sich handelt. 

174. Was ist der Ort eines Punctes, dessen Quadripolarßäche in Bezug 
auf F v durch die Scheitel eines Tetraeders geht, das einer gegebenen Fläche 
8 seweüer Ordnung conjugiert ist* Seien o, b zwei beliebige Puncte des Baumes ; 
c die Curve (?— 2)Mer Ordnung, die der Durchschnitt der zweiten Polar- 
flächen von a, b ist, und folglich Ort der Pole der Quadripolarflächen, welche 
durch diese Puncte gehen ; a', b' die Puncte , in denen S die in Bezug auf 
S reciproke Gerade von ab schneidet Die Quadripolarflächen die durch a 
und b gehen, bilden eine Reihe, von der (*— 2) 3 durch einen dritten beliebig 
gegebenen Punct gehen. Es wird daher auch (v-2)» Quadriflächen dieser 
nämlichen Reihe geben, welche das Segment o'b' harmonisch theilen, das 
heiast, die Curve c trifft den gesuchten Ort in (?— 2) s Puncten. Folglieh ist 
dieser Ort eine Fläche von der Ordnung 

(v— 2)*:(>'— 2)» = *— 2 . 

Jeder Punct, der diesem Orte und der Hessiana gemein ist, ist dann 
der Pol eines Qnadripolarkegels, der einem S conjngierten Trieder umgesehrieben 
ist. Folglich hat man (168): Der Ort der Scheitel der Quadrikegd, welche 



i) Einleitung, Nr. 87. 
*) Einleitung, Nr. 103. 
>) Einleitung, Nr. 103. 
C«mo»A, Ob«rflSeh*B. 
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den der gegebenen Quadrifläche conjugierten Triedem umgeschrieben sind, ist 
eine Raumcurve der 6(f — 2)* -ten Ordnung, 

176. Wu ist der Ort eine» Punctes , dessen Quadripoiarßächc einem 
Tetraeder eingeschrieben ist , das einer gegebenen Fläche S zweiter Ordnung 
conjugiert ist f Es seien A, B zwei beliebige Ebenen ; c die Curve 9(*— 2)*-ter 
Ordnung, die den Durchschnitt der gemeinen Polarflächen der Ebenen A, B 
darstellt, und somit Ort der Pole der Quadripolarflächen, welche beide obigen 
Ebenen berühren; A', B' die Tangentialebenen von S, welche durch die in Be- 
zug auf S reciproke Gerade von AB gelegt sind. Die Quadripolartlüchen, 
die A und B berühren, bilden eine Reihe, von der je 27(v — 2)* eine beliebige 
dritte Ebene berühren; es gibt daher auch 27(v—2) s solcher Flächen, welche 
eu den Ebenen A' t Bf conjugiert sind. Die Curve c enthält also 27(v— 2)« 
Puncte des gebuchten Ortes, und dieser ist daher eine Fläche von der Ordnung: 

27(v-2)«:9<v-2)» = S(y-2). 

Liegt ein Scheitel x des zu S conjugierten Tetraeders auf S selbst, so 
'ist seine Gegenfläche die Tangentialebene dieser Fläche in jr, und von den 
drei Übrigen Seitenflächen fällt eine mit derselben Tangentialebene zusammen, 
und die beiden übrigen sind zwei beliebige Ebenen, die man durch zwei 
conjugierte Tangenten von 5 in r gezogen hat. Ein solches Tetraeder kann 
man daher stets als einem Quadrikegel vom Scheitel x umgeschrieben ansehen. 
Ist folglich x ein gemeinschaftlicher Punct von «S nnd der Hessiana, so gehört 
der Pol des Polarkegels vom Scheitel jr dem Orte an, um den es sich handelt; 
das beisst: dieser Ort schneidet die Hessiana in der Curve, welche der Durch- 
schnittscurve der Steineriana mit S entspricht. 

Wenn S das System zweier Ebenen ist, so wird der betrachtete Ort 
offenbar die gemischte Polarfläcbe dieser Ebenen (158). 

176. Wir suchen den Ort eines Fundes, dessen Quadripolarfläche in 
Bezug auf die FundametUalfläche F y durch die Scheitel eines Tetraeders geht, 
welches der Quadripolarfläche des nämlichen Punctes in Bezug auf die Hessiana 
conjugiert ist. 

Es sei g eine beliebige Gerade ; x ein Punct auf g. Der Ort der Pole 
der Quadripolarflächen in Bezug auf F v , die den Tetraedern umgeschrieben 
sind, welche der Quadripolarfläche des Punctes x nach der Hessiana genommen 
conjugiert sind, schneidet die Gerade g in (*— 2) Puucten x' (172). Soll 
umgekehrt eine Quadripolarfläche in Bezug auf die Hessiana einem Tetraeder 
conjugiert sein, das der Quadripolarfläche des Punctes x 1 in Bezug auf F y 
eingeschrieben ist, (das beisst, wenn die erste Quadrifläche einem der zweiten 
conjugierten Tetraeder eingeschrieben sein soll), so ist der Ort (175) eine 
Fläche von der Ordnung 3[4(»-— 2)-2], welche g in ebensovielen Puncten 
X schneidet Diese Gerade euthält also *-2 + 12(*-2)-6 zusammenfallenden 
Puncte r, oder mit andern Worten, der gesuchte Ort ist eine Fläche der 
(13v-32)-*kn Ordnung. 
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Betrachtet mau die gemeinschaftlichen Puncte dieser Fläche und der 
Hessiana, so können wir veiter behaupten: Der Ort eines Punctea der Hes- 
siana, dessen Polarkegel einem der Quadripolarfläche des nämlichen Punctes 
conjugierten Trieder umgeschrieben ist, diese Fläche nach der Hessiana 
genommen, ist eine Raumcurve von der Ordnung 4(v— 2X13*— 32). 

177. In ähnlicher Weise findet man den Satz: Der Ort eine» Punctes, 
dessen Quadripolarßäche nach F v einem Tetraeder eingeschrieben ist, das der 
Quadripolarßäche des nämlichen Punctes in Bezug auf die Hessiana conjugierl 
ist, ist eine Fläcfte T der Ordnung 

2)— 2+ 3(v— 2) = 7v-16* . 

Diese Fläche schneidet die Hessiana in einer Curve, von der jeder Punct 
in Bezug auf F v der Pol eines Quadrikegels ist, dessen Scheitel auf der 
Quadripolarnache des nämlichen Punctes in Bezug auf die Hessiana liegt. 
Folglich üt der Ort eines Punctes der Hessiana, dessen Quadripolarßäche nach 
der Hessiana genommen, durch den entspreeftenden Punct der Steineriana geht, 
eine Raumcurve der My — 2)(7v — 16)-fen Ordnung, die auf der Fläche T liegt. 
Diese Curve geht zweimal durch die lDO*— 2)» Doppelpuncte der Hessiana, 
denn jeder Punct derselben hat eine unbegrenzte Zahl entsprechender Puncte 
in gerader Linie (167), welche die Quadripolarfläche dieses Punctes nach der 
Hessiana genommen zweimal schneidet. 

1 78. Was ist der Ort eines Punctes, dessen Polarebene in Bezug auf die 
Hessiana die Quadripolarfläche des nämlichen Punctes in Bezug auf F y 
berührt f Es sei g eine beliebige Gerade; je ein Punct auf g; X die Polar- 
ebene von x in Bezug auf die Hessiana. Die Quadripolarflächen nach F ¥ , 
welche die Ebene -V berühren, haben ihre Pole auf der gemeinen Polarfläche 
dieser Ebene (158), welche g in Ziy— 2) Puncten %' schneidet. Soll umge- 
kehrt eine Polardäche durch t' gehen, so ist die entsprechende Ebene Tan- 
gentialebene der Quadripolarfläche von jt'. Nun liegen aber die Pole — nach 
der Hessiana genommen — der Tangentialebenen einer Quadrifläche auf einer 
Fläche der 2[4(v— 2)-l]-ten Ordnung (96), die g in ebensovielen Puncten jt 
schneidet. Die Gerade g enthält also 

3(f-2) + 8(>'-2)— 2 = llv-24 
zusammenfallende Puncte X, %', und der gesuchte Ort ist also eine Fläche 6 
der (llv— 24>-d<7» Ordnung. 

Ein Punct % der Fläche T (177) ist der Scheitel eines der Quadripolar- 
fläche von r nach F v genommen umgeschriebenen Tetraeders, das zugleich 
der Quadripolarfläche des nämlichen Punctes in Bezug auf die Hessiana con- 
jugiert ist, wenn nur der Punct x auf der reeiproken Polarfläche der ersten 
Quadrifläche in Bezug auf die zweite liegt, in welchem Falle die Polarebene 
von x, nach der Hessiana genommen, die Quadripolarfläche desselben Punctea 
für F„ berührt. Das heisat, unter dieser Voraussetzung ist x auch ein Punct 

10* 
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von 6. Der Ort eine» Punctes also , der ein Scheitel eine* Tetraeders ist, das 
bezüglich den Quadripolarßächen desselben PuncUs nach F v und nach der 
Hessiana genommen umgeschrieben und conjugiert ist, ist eine Raumcurve von 
der Ordnung (llv-24X7v-16), die den DurchschnÜt der Flächen 6 und T 
lüdet. 

179. Was ist der Ort eines Punctes, dessen Polarebene in Bezuy auf 
die Hessiana einer gegebenen Ebene Ex in Bezug auf die Quadripolarfläche 
desselben Punctes conjugiert ist, letztere Fläche nach F v genommen t Ist jr 
ein Punct einer Geraden g, und A' die Polarebene von x in Rerug auf die 
Hessiana, so schneidet der Ort der Pole der Quadripolarflächen nach F„, für 
welche Ex und A* zwei conjugierte Ebenen sind, g in 3{v— 2) Puncten X' 
(152); umgekehrt, ist g der Pol der Ebene in Bezug auf die Quadripolar- 
fläche eines Punctes x 1 , diese Fläche nach der Fundamentalfläche genommen, 
so schneidet diu erste Polarfläche von q in Bezug auf die Hessiana g in 
A(v— 2)— 1 Puncten j. Die Gerade g enthält also 3(v— 2)-M(v— 2)— 1 zu- 
sammenfallende Puncte r, jr' , das heisst der gesuchte Ort ist eine Fläche tx 
von der Ordnung 7v— 15. 

Ist x ein Punct der Hessiana, für dessen Polarkegel der Scheitel auf 
der gegebenen Ebene liegt oder auf der Polarebene von jr in Bezug auf die 
Hessiana, so gehört dieser Punct x dem Orte $x an, denn, da die durch den 
Scheitel gehende Ebene eine unbegrenzte Zahl Pole hat — auf der Polar- 
geraden der Ebene in Bezug auf den Kegel — , so ist sie für jede beliebige 
andere Ebene conjugiert. Der erste Fall hat Btatt für die Pole der Polar- 
kegel, deren Scheitel auf der Durchschnittscurve der Steineriana mit der 
Ebene Ex liegen ; folglich geht der Ort 8^ durch die Raumcurve 6(f — 2)*-ter 
Ordnung, welche dem ebenen Schnitte der Steineriana entspricht 

Die zweite Voraussetzung tritt dagegen ein, wenn die Tangentialebene 
der Hessiana in x durch den Scheitel x' des Polarkegels geht. In diesem 
Falle gehört der Punct x offenbar auch der Fläche S an (178). Was also auch die 
Ebene Ex ist, stets geht der Ort &x durch die gemeinschaftliche Curve von 
6 und der Hessiana *). Diese Curve ist von der Ordnung 
4(v-2X7v— 15)-6(v— 2)2 = 2(*-2XH»'— 24) 
and diese Zahl ist die Hälfte des Productes aus den Ordnungszahlen der 



1) Der Ort $>l und die gemeine Folarfl&che der Ebene Ex schneiden sich noch 
in einer andern Raumcurre von der Ordnung b%v— 2)(5v — 11)» die offenbar der Ort 
eines Punctes ist, dessen Quadripolarfläche in Bezug auf F v die Ebene Ex berührt, 
und dessen Polarebene in Bezug auf die Hessiana durch den Berührungspunct geht. 

') Joder gemeinschaftlich© Punct der Flache t» und der Hessiana gehört auch 
8 an, denn sobald die Polarebene nach der Hessiana den Polarkegel berühren 
muss, so geht sie durch den Scheitel desselben. Im Falle v = 3 ist die Durch- 
Bchnittscurro zwischen £ nnd der Hessiana die der parabolischen Curve ent- 
sprechende. 
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Fläche (5 and der Heuiana, folglich berühren sich diese beiden Flächen über- 
all, wo sie sich treffen, und war längt einer Raumcurv« der 2{v~2Y\\v—2\)-sten 
Ordnung, Ort eine» Fundes, dessen Polarebene in Bezug auf die Hessiana 
durch den entsprechenden Punct der Steineriana geht. 

Alle diese Flüchen 8 der (lv— 15)-ten Ordnung bilden, da sie durch die 
nämliche Curve 2(*» — 2)(llv— 24)-ten Ordnung geben, ein lineare« System. In der 
That, sind o, b, c drei beliebig gegebene Puncto des Raumes; A, B, C die 
Folarebenen von o, b, c in Bezug auf die Hessiana; und o', b', c' die Pole der 
Ebenen A, B, C in Bezug auf die Quadripolarflächen von o, b, c nicb F v 
genommen, so bestimmt die Ebene E= a'b't' die einzige Fläche 8, die durch 
o, b, c geht. 

180. Man sucht den Ort eines Fundes, für den die gemeinsame Gerade 
einer gegebenen Ebene Ex und der Polarebene des Fundes in Bezug auf die 
Hessiana die Quadripolarfläche des nämlichen Fundes nach der Fundamental- 
fläche genommen berührt. Um die Aufgabe zu lösen , nehmen wir auf einer 
beliebigen Geraden g einen Punct jr an ; dann schneidet die Polarebene von X 
nach der Hessiana genommen Ex in einer gewissen Geraden, und der Ort 
der Pole derjenigen Quadripolarflächen in Bezug auf F v , welche diese Gerade 
berühren, schneidet g in 2(y— 2) Puncten t' (159). Umgekehrt wird die 
Quadripolarfläche für F u eines Punctes t von der Ebene Ex in einem Kegel- 
schnitte getroffen, der 2(4v — 9) gemeinschaftliche Tangenten mit demjenigen 
Schnitte bat, den die nämliche Ebene in der einhüllenden Fläche [4(v— 2) — l]-ter 
Classe (93) der Polarbenen der Puncte von g nach der Hessiana genommen 
macht. Der gesuchte Ort ist also eine FUelie Xx von der Ordnung 

2(*-2)+2(4v-9) = 2(5v-ll) . 

Die Fläche G und die Fläche 8; in Bezug auf die Ebene Ex (179) 
haben eine Curve der Ordnung 2(v-2Xllv~24) gemein, und schneiden sich 
also in einer andern Raumcurve von der Ordnung 

(7*— 15X11X-24)— 2<v— 2Xllv-24) = (5v— 1 1X1 lv— 24) . 

Jeder Punct <r dieser Curve ist so beschaffen, dass seine Polarebene für 
die Hessiana die Quadripolarfläche des nämlichen Punctes in Bezug auf F v 
berührt (178), und dass genannte Ebene der Ebene Ex in Bezug auf die 
nämliche Quadripolarfläche conjugiert ist; folglich geht Ex durch den Be- 
rührungspunct der Polarebene mit der Quadriflüche, und also ist der Durch» 
schnitt von Ex mit der Polarebene eine Tangente der Quadrifläche. Es folgt 
daraus, dass r ein Punct des Ortes Z&x '"t* Dasselbe Raisonnement zeigt 
ebenfalls, dass jeder Punct der Curve 3(x— 2X5v-ll)-ten Ordnung, welche 
der gemeinen Polarfläche der Ebene Ex und dem Orte &x gleichzeitig ange- 
hört, auch auf &x ItegM UD d *1'° schneidet &x die &x ln einer Curve der 
(5y— 11XU»'— 24)-ten Ordnung, die auf G liegt, und in einer andern Curve 
von der Ordnung 3(f— 2X5*— 11), welche auf der gemeinen Fofarfläche der 
Ebene E A liegt. 
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Nun siebt man aber leicht nach den Definitionen des betreffenden Ortes, 
dass jeder gemeinsame Pnnct von Xx und 6, and ebenso jeder gemeinsame 
Pnnct von Xx and der Polarflüche von 22) nothwendigerweise auch auf 8; 
liegt, und /olglich wird die Fläche Xx durch die Fläche G läng» der Raum- 
curve (b* — 11XH v — 2A)-ster Ordnung berührt, und von der gemeinen Polarfläche 
der Ebene 2s) längs der Raumcurve 3(v — 2X5" — 1 \) ter Ordnung; beide Be- 
rühren gscurven liegen gleichzeitig auf der Fläche 8^ 1 ). 

181. Man verlangt den Ort eine« Puncto*, dessen Polarebcne in Bezug 
auf die Hessiana die Quadripolar fläche des nämlichen Punctes in Bezug auf 
F v und zwei gegebenen Ebenen Ex , 22)' in einem Kegelschnitt und zwei zu dem- 
selben conjugierten Geraden schneidet. Es sei jt ein Pnnct einer beliebigen 
Geraden g\ X die Polarebene von je in Bezug auf die Hessiana, dann ist 
der Ort der Pole der Quadripolarnachen in Bezug auf F v , welche die Ebene 
.Ex in Kegelschnitten schneiden , die zu den Geraden A'JS) , -X22)' conjugiert 
sind, die gemischte Polarfläche dieser Geraden (159), die g in 2(v— 2) Puncten 
1* schneidet. Umgekehrt sei Q die Quadripolarnache eines Punctes jr' in Be- 
zug auf F v , dann weiss man, dass die Ebenen, welche die Quadrifläche Q 
und die gegebenen Ebenen 22) , 22)' längs eines Kegelschnittes und zwei 
conjugiert er Geraden schneiden, eine andere Quadrifläche umhüllen. Diese 
Fläche und die Einhüllende der Polarebenen der Puncte von g in Bezug auf 
die Hessiana haben 2[4(v-2)— I] gemeinschaftliche Tangentialebenen, denen 
ebensoviel Pole x auf g entsprechen. Der verlangte Ort ist also eine Fläche 
Xxx' der Ordnung 

2(v— 2) + 2(4v— 9) = 2(5f-ll) . 
Jeder gemeinsame Punct jr von G und Xx 80 beschaffen (180), dass 
seine Polarebene in Bezug auf die Hessiana die Quadripolarfläche von jr nach 
F v genommen und die Ebene 22; in drei durch ein und denselben Punct 
gehenden Geraden schneidet. Die letzte von diesen Geraden hat eine unbe- 
grenzte Anzahl Pole in gerader Linie in Bezug auf den Kegelschnitt, der 
durch die beiden ersten Geraden gebildet wird. Daraus folgt, dass die letztere 
Gerade in Bezug auf genannten Kegelschnitt jeder Geraden conjugiert ist, 
die in der erwähnten Polarebene von x gezogen werden kann ; also ist jr auch 
ein Punct des Ortes Xxx'- Dm h e»»t aber: Dieser Ort geht durch die beiden 
Curven der (5x-l lXH>-24).#fen Ordnung, in denen sich die Flächen % und 
bezüglich Xx und Xx' berühren. 

182. Man verlangt den Ort eine« Punctes, dessen Polarebenen in Bezug 
auf F„ und die Hessiana, und dessen Quadrioplarßäche in Bezug auf F v 



1) Es folgt hieraus, dass der Verein* der Hessiana, von XX «"d einer belie- 
bigen Fläche <$ der (4v — 9)-len Ordnung mittelst zweier projectirischer Büschel 
erzeugt worden kann, nämlich (6, Si^P» — ) der (llv— 24)-ten Ordnung und (g ^,5^$,...) 
der (7* — 15)-ten Ordnung Hierin beaoicbnet Sx die gemeine Polarfliche der Ebenei)- 
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einen Punct auf einer gegebenen Ebene E gemein haben. Es sei x ein Panct 
einer beliebigen Geraden g, dann triflt die den beiden Polarebenen von jr 
gemeinschaftliche Gerade die Ebene E in einem Pnncte g, nnd die Pole der 
Quadripolarflächen in Bezug anf F v , welche durch g gehen , liegen anf der 
zweiten Polarfläche dieses Punctes. Diese letzte Fläche schneidet g in v—2 
Pnncten jr'. Umgekehrt achneidet die Quadripolarfläche eines Panctes jr' nach 
F y genommen die Ebene E in einem gewissen Kegelschnitte k\ es gibt nun 
aber auf g eine Zahl von 10(v— 2) Puncten % t von denen jeder die Eigen- 
schaft besitzt, dass seine Polarebenen in Bezug auf F v und die Hessiana 
sich auf k schneiden >) , der gesuchte Ort ist also eine Fläche ll(v— 2)-ter 
Ordnung. 

Was auch die Ebene E ist, immer geht diese Fläche durch die %v— 2) 
Puncto a, in denen die Hessiana von einer Geraden a berührt wird, die auf 
der Fundamentalfläche liegt (171); denn die Polarebenen und die Quadri- 
polarfläche von a geben gleichzeitig durch die Gerade a und haben daher 
mit jeder gegebenen Ebene einen Punct gemein. 



') Durch eisen beliebigen Punct i einer Oeraden r kann man zwei erste Polar- 
fl sehen in Besug auf F v legen, deren Pole die Durchschnitt« puncto von k mit der 
Polarebene ton t sind. Die ersten Polarflachen dieser Polo in Besug auf die Hessiana 
treffen ferner r in 2(4f— 9) Puncten i'. Umgekehrt ksnn man durch einen Punct 
t' zwei erste Polarflächen in Besug auf die Hessiana legen, deren Pole die Durch- 
sebnittepunete Ton k mit der Polarebene Ton t' in Bezug auf die HosRiana sind 
Die ersten Polarflächen dieser Pole in Bezug anf F y schneiden r in 2<v-l) Puncten. 
i\ Auf r fallen also 

2(4>-9) + 2(v-l)= KX*-2) 
mal zwei Pnncte t und t' zusammen, w. s. b. w. 
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CAPITEL I. 

ANWENDUNG DER ALLGEMEINEN THEORIE AUF 
EINE FUNDAMENTALFLÄCHE DRITTER ORDNUNG. 

183. Die Fundamentalfläche sei jetzt eine Fläche F s der dritten Ord- 
nung, die wir als ganz allgemein, das heisst ohne vielfache Puncto und Linien 
voraussetzen. Die im «weiten Theile bewiesenen Sätze enthalten schon eine 
grosse Zahl von Eigenschaften der cubiachen Flächen, aber wir halten uns 
nicht dabei auf, die speciellen Sätze anazusprechen ; wir haben nur im 8inne 

\ dasjenige zu entwickeln, was es für die Flächen der dritten Ordnung Specielles 

oder Charakteristisches gibt. 

Da im gegenwärtigen Falle die erste Polarfläche zugleich die Quadri- 
polarfläche ist, so fallen die Hessiana und Steineriana in eine und dit seihe. 
Flächt vierter Ordnung und sechszehnter Classe zusammen (163, 165). Die 
Puncto dieser Fläche entsprechen »ich zu zwei und zwei. Sind o, o' zwei ent- 
irpr eckende Funde, so ist jeder der Scheitel einet Polarkegels, dessen Pol der 
andere Fund ist , und in jedem dieser Punde hat die Hessiana die Polarebene 
de* andern Fundes zur Tangentialebene. Dieselben Poncte sind für jede 
Quadripolarfläche conjugiert (139). 

184. Die zweite gemischte Polarfläche zweier Puncto a, b wird eine 
Ebene, und zwar der Ort eines solchen Punctes, dass die Puncto o, b in Bezug 
auf seine Quadripolarrläche conjugiert sind (160). Denkt man sich einen der 
Puncto a, b und ihre gemischte Polarebene gegeben, so findet man den andern 
Punct auf folgende Weise: Die Quadripolarflächen der Puncto der gegebenen 
Ebene bilden ein Nets, und die Polarebenen von a in Bezug auf diese Flächen 
gehen sämmtlich durch denselben Punct b, welcher der gesuchte Punct ist 

Denkt man a fest, und läset die gemischte Polarebene um eine gegebene 
Gerade g rotieren, so beschreibt der Punct b eine andere Gerade g* t Durch* 
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schnitt der Polarebenen von o in Bezug auf die Quadripolarflächen der Puncte 
von g. Nun schneidet g die Hessiana in vier Puncten, und folglich umhüllen 
die Polarebenen eine» gegebenen Puncte» a in Bezug auf die Polarkegel eine 
Fläche vierter Ciatee. Iet a ein Punct der Hessiana, so geht die gemischte 
Polarebene immer durch a' (Scheitel des Polarkegels von o); in diesem Falle 
also umhüllen die Polarebenen von a in Bezug auf die Polarkegel einen 
Kegel vierter Klasse. 

Ist a beliebig im Räume gegeben, und b bewegt sich in einer festen 
Ebene E, so geht die gemischte Polarebene immer durch einen festen Punct 
r, den Pol von E in Bezug auf die Quadripolarfläche von a. Beschreibt 
also b die Durchschnittsour ve der Hessiana mit der Ebene E, so umhüllt die 
gemischte Polarebene einen Kegel vom Scheitel t vierter Classe, der der- 
jenigen Fläche umschrieben ist, die man erhält, wenn b die Hessiana durch- 
läuft; das heisst : die Polarebenen eine» fetten Puncte» in Bezug auf alle Polar- 
ktffd, deren Scheitel auf der selben Ebene liegen, umhüllen einen Kegel vierter Clatte. 

185. Was wir im Allgemeinen gemischte Polarfläche zweier Geraden 
g,g* genannt haben, wird hier eine Quadrifläche (ein Hyperboloid), nnd da 
im gegenwärtigen Falle die Polarcurve einer Geraden in Bezug auf eine erste 
Polarfläche (86) die reeiproke Gerade der gegebenen Geraden in Bezug auf 
eine Quadripolarfläche ist, so ergibt sich, da»» das Polarhrfperboloid zweier 
Geraden g, g' der Ort der reeiproken Oeraden für jede der gegebenen Geraden 
in Bezug auf die Quadripolarflächen der Puncte der andern i»t, oder auch der 
Ort eines Punctes, für welchen die Reeiproke einer der beiden Geraden in 
Bezug auf die Quadripolarfläche dieses Punctes die andere gegebene Gerade 
schneidet. 

Ist i ein variabler Punct auf g t und o, b zwei feste Puncte von g 1 , so 
ist das Polarhyperboloid durch zwei projectivische Büschel erzeugt (169), 
in denen die gemischten Polarebenen der Puncte o, t den gemischten Polar- 
ebenen der Puncte b, t entsprechen. Die beiden Puncte a, b können natürlich 
durch zwei andere beliebige Puncte von g* ersetzt werden, und das Polarhyper- 
boloid zweier Geraden ist also auch die einhüllende Flache der gemischten 
Polarebene zweier auf den gegebenen Geraden variabler Puncte, eine» auf jeder 
Geraden. 

186. Wenn g, g' zusammenfallen, erhalten wir eine gemeine Polarfläche 
einer Geraden g, die ein Kegel etoeUer Ordnung ist (98, 159), dessen Scheitel 
der Pol der Quadripolarfläche ist, welche durch g gebt, und dessen Gene- 
ratrizen die zu g reeiproken Geraden in Bezug auf die Quadripolarflächen 
der Puncte von g sind. Dieter Kegel i»t die Enveloppe der Polarebenen der 
Puncte von g, und daher auch der Ort der Pole derjenigen Quadripolarflächen, 
welche g berühren. Wir geben dieser Fläche den Namen Polarkegel der 
Geraden g, den man aber nicht mit dem Polarkegel eines Punctes der Hes- 
siana verwechsoln darf. 
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187. Die gemischte Polarfläche ziceier Ebene» E, E ist von der dritten 
Ordnung (158), und ist der OH der Pole einer Ebene in Bezug auf die Qua- 
dripolurflächen der Punctc der andern Ebene oder auch, was auf dasselbe hin- 
ausläuft, der Ort der Pole einer Qvadripolarfläche, in Bezug auf teekhe die 
Ebenen E, E* conjugiert sind. 

Der Ort der Pole einer Ebene E in Bezug auf die Quadripolarflächen 
der Puncte einer Geraden g (128) ist eine eubische Raumcurve (Raumcnrre 
dritter Ordnung); sie liegt auf dem Polarhyperboloid von g nnd einer andern 
beliebigen auf E befindlichen Geraden und ebenfalls auf der gemischten Fo- 
larfläche von E und einer andern beliebigen Ebene, die durch g geht (162). 
Daraus folgt, dass das Polarhypcrboloid zweier Geraden g, g', wenn g fest 
ist und cf variabel in einer Ebene E, ein Büschel von Flächen erzeugt, die 
durch eine feste eubische Raumcurve geben. 

188. Fallen die Ebenen E, E' zusammen, so erhält man die gemeine 
Polarfläche einer Ebene E, welche die einhüllende Fläche der Polarkegel der 
Geraden sind, die in der gegebenen Ebene liegen (159), und gleichzeitig der 
Ort der Pole der Ebene in Bezug auf die Quadripolarfllichen der Puncte der- 
selben Ebene (158). Diese zweite Definition kommt darauf zurück, dass die 
genannte Fläche der Ort eines Punctes ist, dessen Quadripolarrläche die gege- 
bene Ebene berührt. Folglich fällt (94, 162) dieselbe Fläche mit der En- 
veloppe der Polarebenen der Puncte der gegebenen Ebene zusammen. Sie ist 
von der dritten Ordnung, von der vierten Ciarae und besitzt vier Doppel- 
puncte, die auf den Polarkegeln und den Polarhypcrboloiden aller Geraden 
der gegebenen Ebene liegen '). 

Es sei o ein Punct dieser Fläche. Die Quadripolarfläche von a berührt 
dann die Ebene E und schneidet folglich diese Ebeue in zwei Geraden, die 
sich im Bcrührungspuncte o' kreuzen. Die Polarebenen der Puncte dieser 
Geraden müssen durch a gehen und anderswo die Fläche berühren; ein 
beliebiger Punct der Fläche ist also der Scheitel ziceier der Fläche umgeschrie- 
bener QuadrUcegel (es sind dies die Polarkegel zweier in o' sich kreuzender 
Geraden). Die Polarebene von o' berührt die Fläche in a. 

Ist o einer der Doppelpuncte der Fläche, so müssen die beiden Berührung? 
kegel zusammenfallen; folglich schneidet die Quadripolarrläche von a die 
Ebene E in zwei zusammenfallenden Geraden. Unter den Quadripolarflächen, 
die eine Ebene E berühren, gibt es also vier Kegel; ihre Pole, die auch der 
Heaeiana angehören, sind die Doppelpuncte der gemeinen Polarfläche der Ebene. 

Diese Fläche ist die Reciproke der Römischen Fläche Stehtem *). 



*) Liegt ein Punct im Unendlichen, so ist seine Polarebene ein« Diametralebeno 
der Fundamentalflache. Die Enveloppe der Diametralebenen ist also die gemeine 
Polarfläche der unendlich entfernten Ebene. Diese Flache ist der der F v l&ngs 
dos Schnittes im Unendlichen umgeschriebenen Dereloppablen eingeschrieben (100). 

3 ) Man sehe die Monatsberichte der K. Akademie tu Berlin (Juli und November 
1S63) und Crelle-Borchardt'a Journal, Bd. 63, 8. 315. 
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189. Ist eine Ebene E fest und die andere Ebene E' um eine Gerede 
g variabel, so bilden die gemischten Polarflächen der Ebenen E, E' ein 
Büschel. In der That, muss eine solche Fläche durch einen gegebenen 
Punct jt gehen , so geht die Ebene E* durch den Pol von E in Bezug auf 
die erste Polarfläche von j. Die Basis des Büschels ist aus einer Raumcurve 
sechster Ordnung (Ort der Doppelpuncte der Qnadripolarflächen der Puncte 
der festen Ebene) und einer cubischen Raumcurve (Ort der Pole der festen 
Ebene in Bezug auf die Quadripolarflächen der Puncte der gegebenen Geraden) 
zusammengesetzt (158, 187). 

Die gemischte Polarfläche der beiden Ebenen E, E' und ihre gemeinen 
Polarflächen werden gleichzeitig (164) durch den Polarkegel der Geraden 
EE' berührt und zwar in vier Puncten der Hessiana (entsprechend den Durch- 
schnittspuneten dieser Fläche mit der Geraden EE'), und gehen durch die 
zehn Doppelpuncte der Hessiana (168). Diese Puncte sind 4.4 + 10 Durch- 
schnittspuneten äquivalent, und folglich haben die drei genannten Flächen, 
die sämmtlich von der dritten Ordnung sind, nur noch einen andern Punct 
gemein; es ist dies der Pol der Quadripolarfläcbe, welche darch die Gerade 
EE' geht. 



C AP IT EL IL 

EIGENSCHAFTEN DER HESSIANA EINER FUNDA- 
MENTALFLÄCHE DRITTER ORDNUNG. 

190. Die Pole der Polarebenen, die durch einen gegebenen Punct p 
gehen, liegen auf der Quadripolarfläche von p. Sollen diese Ebenen die 
Hessiana berühren, so sind die Pole auf der Curve achter Ordnung vertheilt, 
die den Durchschnitt der Hessiana mit der Quadripolarfläche von p darstellt 
(183). Die Berührungspuncte bilden eine Curve der zwölften Ordnung, den 
Durchschnitt der Hessiana mit der ersten Polarfläche von p in Bezug auf 
die Hessiana. Die beiden Curven achter und zwölfter Ordnung sind also 
entsprechende Curven (168). 

191. Wir wollen die Geraden betrachten, welche durch p gehen und 
die Hessiana berühren. Den Geraden, die durch p geben, entspricht ein 
Netz ! ) von Raumcurven vierter Ordnung (87), die sämmtlich auf einer Fläche 
S zweiter Ordnung liegen (der Quadripolarfläche von p). Jede dieser Raum- 

i) Ein solche« Nets entsteht durch den Durchschnitt Ton S mit einem Netze 
anderer Qaadripolarflachen. 
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curven entsteht als Durchschnitt von S mit einer andern Quadripolarfläche 
und folglich (190) liegen die Doppelpuncte dieser Curven (Berührungpuncte 
zwischen S und den andern Quadripolarflächcn) auf der Curve c der achten 
Ordnung, Durchschnitt der Hessiana mit S. Den Curven des Netzes, die 
ein BUschel bilden, entsprechen gerade Linien durch p, die in einer Ebene 
liegen. In diesem Büschel gibt es zwölf Curven mit Doppelpunct 1 ), das 
bebst: die Geraden durch p, denen die Raumcurven vierter Ordnung mit Doppel- 
punct entsprechen, bilden einen Kegel 8 der zwölften Ordnung. Einem beliebigen 
Punct o der Curve c entspricht eine Generatriz von 8, welche den Punct 
p mit dem Functe o' verbindet, welcher in der Hessiana dem Puncto o ent- 
spricht. Der Ort der Puncte o' ist also eine Curve c' der zwölften Ordnung 
(190). Die Polarebene von o geht durch p und berührt die Hessiana in o' 
(183) und enthält folglich die Tangente von <> in o'. Diese Ebene ist daher 
die Tangentialebene des Kegels 8 längs der Geraden po', das heisst: der 
Kegel S ist der Hessiana längs der Curve c* umgeschrieben. 

Die Quadripolarnache eines beliebigen Punctes schneidet c in sechszehn 
Punct en. Daraus folgt, dass 8 und folglich auch die Hessiana von der sechs- 
zehnten Ciasse ist (165). 

Betrachtet man eine Gerade g durch p als Durchschnitt zweier Tangential* 
ebenen des Kegels S , so bat jede dieser Ebenen einen Pol auf c und die 
Ii&umcurve des Netzes auf S, die durch diese beiden Pole gebt, ist die ent- 
sprechende Curve von g. Fallen beide Pole zusammen, so wird die Raum- 
curve von c berührt. Daraus folgt, dass den Geraden, die auf dem Kegel 
8 und in seinen stationären Ebenen gezogen sind, Raumcurven des Netzes auf 
£ ensprechen, welche c berühren. 

192. Die Puncte, in denen die Hessiana von Geraden osculiert wird, 
die von p ausgehen, sind die Durchscbnittspuncte dieser Fläche mit der ersten 
und zweiten Polarfläche von p in Bezug auf dieselbe Fläche. Unter den 
Raumcurven des Netzes auf 6' gibt es also 4.3.2 = 24, die eine Spitze haben. 

Der Kegel 8 ist daher von der 12-tcn Ordnung und der 16-ten Classe 
und hat ausserdem 24 stationäre Generatrizen , also hat er gemäss den 
Formeln von Plücker (3) 22 Doppelgeneratrixen. Von diesen Doppelgene- 
ratrixen entstehen zehn durch die Doppelpuncte der Hessiana und entsprechen 
denjenigen Curven des Netzes, die aus zwei Kegelschnitten bestehen — jeder 
Doppelpunct hat in der That ein Ebenenpaar als Quadripolarfläche (169) — , 
die andern zwölf Doppelgeneratrixen dagegen entsprechen cbcnsovielen Curven 
des Netzes, die aus einer eubischen Raumcurve und einer Geraden zusammen- 
gesetzt sind. 

Um diese Behauptung zu beweisen, betrachten wir das Netz von Raum- 
curven vierter Ordnung auf der Quadrifläche S und nennen wie früher (24) 



1) Denn ein Netz ron Quadrifl&chen enthalt iwölf Flächen, welche 5 berühren 

(131). 
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der Karze wegen die Geraden der beiden Systeme, die auf dieser Fläche 
existieren, bezüglich Generatrisen und Directrixen. Ee seien /, m, n drei Gene- 
ratrixen von S; jede auf S gezogene Curve vierter Ordnung schneidet dann 
jede dieser Geraden in zwei Puncten, und fallen drei dieser Puncto, einer 
fdr jede Gerade, in eine gerade Linie, so zerfällt die Curve in zwei Theile, eine 
cubische Raumcurve und eine Gerade (Directrix). Ist 1 ein beliebiger Punct 
von /, so schneidet die Directrix, welche durch 1 geht, m und n in zwei 
Puncten w, n und die Curve des Netzes, welche durch m, n geht trifft l in 
zwei Puncten 1'. Ist umgekehrt I' ein beliebiger Punct von /, so bilden die 
Curven des Netzes, die durch V gehen, ein Büschel und bestimmen so auf 
m und n zwei projectivische quadratische Involutionen. Schneidet eine Curve 
des Netzes m in m,m' und n in n, n', so ist der Ort der zu ran, mn', m'n, 
mV analogen Geraden eine Fläche vierter Ordnung — m und n sind für die- 
selbe Doppelgeraden — , welche l in vier Puncten 1 schneidet. Es fällt also 
sechsmal auf / ein Punct i mit V zusammen, das heisst, es gibt sechs Curven 
des Netzes, von denen jede aus einer cnbischen Raumcurve und einer Direc- 
trix zusammengesetzt ist. Analog gibt es sechs andere Curven, die aus einer 
cubischen Raumcurve und einer Generatrix bestehen. 

In einem Ourvennetze von Raumcurven vierter Ordnung , die auf einer 
Quadrifläche gezogen sind, gibt ee also: 

1. zwölf Curven, die aus einer cubischen Raumcurve und einer Geraden 
bestehen; 2. sehn (Strvm aus zwei Kegelschnitten zusammengesetzt; 3. vierund- 
zvoanzig Curven mit einer Spitze, 

193. Ist p ein Punct der Hessiana, so ist der Kegel 8 von der 10-ten 
Ordnung, der 16-ten Classe mit 10 Doppelgeneratrixen (nach den Doppel- 
puncten der Hessiana gerichtet) und 18 stationären Generatrixen. Das heisst: 
In einem Netze von Raumcurven vierter Ordnung, die auf einem Kegel (der 
Qxiadri polarfläche von p) gezogen sind, gibt es: 1. zehn, die am rtcei Kegel- 
schnitten bestehen; 2. achtzeJm mit einer Spitze; 3. sechs aus einer cubischen 
Raumcurve und einer Geraden zusammengesetzte (entsprechend den sechs Ge- 
raden, welche die Hessiana ausser in p noch anderswo berühren (70)); 
4. zwei mit einer Spitze im Kegelscheitel. Letztere entsprechen den beiden 
Geraden, welche die Hessiana in p osculieren. 

194. Ist p ein Doppelpunct der Hessiana, so wird diese Gerade in p 
durch eine unbegrenzte Zahl von Ebenen berührt, deren Enveloppe ein Quadri- 
kegel ist ; die erste Polarfläche von p hat daher eine unbegrenzte Zahl Doppel- 
punete in gerader Linie, das heisst, sie ist das System zweier Ebenen, die 
sich in einer Geraden p schneiden , die auf der Hessiana liegt , wie es ans 
der allgemeinen Theorie resultiert (167). Die Punete dieser Geraden sind die 
Pole ebensovieler Kegel mit dem Scheitel p. Diese Kegel bilden daher ein 
Büschel und gehen durch vier Gerade, deren Gesammtheit die Polarcurve 
von p darstellt. In diesem Büschel gibt es drei Systeme von je zwei Ebenen; 
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diese drei Systeme siod die Quadripolarflächen von drei speciellen Pnncte der 
Geraden p, welche für die Hessiana Doppelpuncte sind. Die zehn Doppelpuncte 
p vertheilen »ich also zu drei und drei auf die zehn Geraden p, und diese gehen 
zu drei und drei durch die zehn Puncie p. 

195. Da die Hessiana im Allgemeinen von der sechszebnten Clasae ist, 
so hat sie ausser den zehn Puncten p keine weiteren Doppelpuncte. Ebenso 
enthält sie ausser den zehn Geraden p keine andern Geraden. In der That 
entsprechen die vier Durchschnittspuncte einer Geraden g mit der Hessiana 
den vier Kegeln, die durch die Polarcurve vierter Ordnung von g gehen. 
Gehört g vollständig der Hessiana an, so entsprechen der unbegrenzten Zahl 
von Puncten von g eine unbegrenzte Zahl von Kegeln, die ein Büschel bilden 
und folglich denselben Scheitel haben. Dieser Scheitel ist für die Hessiana 
ein Doppeipunct, denn diese Fläche wird dort von den Polarebenen aller 
Puncte von g berührt. 

Ein Doppeipunct p liegt im Allgemeinen nicht auf seiner entsprechenden 
Geraden p\ wenn dies der Fall wäre, so wäre die erste Polarfläche von p 
ein Kegel mit dem Scheitel p, und dieser Punct wäre also für die Funda- 
mentalfläche ein Doppeipunct. 

196. Es seien o, o' zwei entsprechende Puncte der Hessiana. Die Polar- 
kegel von o, o' haben ihren Scheitel bezüglich in o', o und durchdringen sich 
gegenseitig in einer Raumcurve vierter Ordnung. Die beiden andern Quadri- 
kegel, welche durch diese Curve gehen, sind die ersten Polarflächen der 
Puncte n, o, in denen die Hessiana durch die Gerade oo' nochmals geschnitten 
wird. Die Scheitel dieser andern Kegel liegen in den Puncten o', welche 
tt, 9 entsprechen. Die Puncte o, o', u', o' sind also die Scheitel des Tetraeders, 
welches den Quadrifläcben conjugiert ist, welche durch die Curve vierter 
Ordnung hindurchgehen, und folglich sind die Ebenen o'aV, onV bezüglich 
die Polarebenen von o, o'. Dealialb gehen die Tangentialebenen der Hettiana 
in o und o' durch die Gerade »V. 

Da die Polarebenen von o, o' durch u', o' geben, so gehen umgekehrt 
die Polarkegel von u', n', deren Scheitel v, p sind, durch o, o', enthalten daher 
die Gerade oo'nv vollständig und schneiden sich also noch in einer eubischen 
Raumcurve. 

Daraus, dass die Polarkegel von »' durch die Gerade oo' gehen, folgt, 
dass der Polarkegel dieser Geraden seinen Scheitel in u' und in n' bat (186), 
dass heisst, er reduciert sich auf die Gerade «V. Die Polarebenen der Puncte 
von oo' gehen tümmtlich durch die Gerade «V. 

Die Puncte, in denen uV die Hessiana trifft, sind die Pole der vier 
Quadrikegel, die durch die Curve vierter Ordnung gehen, welche die Polar- 
curve der betrachteten Geraden ist. Nun zerlegt sich aber diese Curve in 
zwei Theile (eine Gerade und eine cnbische Raumcurve), und es gibt aiso 
nur zwei Quadrikegel, die durch dieses System gehen. Die Gerade »V ist 
somit Tangente der Hessiana in u' und »'. 
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Jede Oerade also, welche zvoei correspondierende Puncle der Jletsiana ver- 
bindet, besitzt daher die Eigenschaft, das* die Polarebenen i/trer PuncU durch 
eine feste Gerade gehen, die eine Doppeltangente der obigen Fläche ist. 

197. Wenn u and p zusammenfallen, das heisst, wenn die Gerade oo' 
die Hessiana berührt (natürlich in einem Functe n, der von o and a' ver- 
schieden ist), so gehen die Polarflächen der Puncto von oo' durch dieselbe 
Gerade, die mit der Hessiana in u' einen vierpunctigen Contact hat. 

Fallen u und o in einem Doppelpuncte p zusammen, so werden die 
Puncto u', o' unbestimmt auf der entsprechenden Geraden p (194); da aber 
die Polarkegel aller Puncte dieser Geraden durch oo' geben müssen (196), 
so folgt, dass oo' eine der vier Geraden ist, Vielehe die Polarcurte von p 
bilden (191). 

198. Im Falle, dass o ein parabolischer Punct der Fundamentalfläche ist, 
so liegt der Scheitel des Polarkegels im entsprechenden Puncte o' ; ausserdem 
geht er durch o und berührt die Polarebene von o längs oo' (16), das 
heisat diejenige Ebene, welche die Hessiana in o' berührt. Da der Polar- 
kegel von o' seinen Scheitel auf o hat, so folgt, dass die Polarkegel dieser 
beiden Puncte sich längs einer Raumcurve schneiden, für welche o ein Doppel- 
punet ist. Einer der Pnncte u, o fällt mit o' zusammen; der andere sei 
der Punct o. Dann ist also die Gerade oo' (= uV) Tangente der Hessiana 
in o und o' (196). Die Ebenen, welche die Fundamentalfläche und die 
Hessiana in o berühren, schneiden sich längs oo', das heisst, diese Gerade ist 
Tangente der parabolischen Curve der l'undamenicdjläche in o. 

Eb sei w der Punct, in welchem die Gerade oo' die Fundamentalfläcbe 
nochmals trifft. Die erste Polarfläche von to geht dann durch w und oo' 
und trifft also die Ebene ooV in zwei Geraden, deren eine oo' ist, und die 
andere gebt duch TO. Dieser Punct m ist also der {einzige) Wendepunct der 
Curve dritter Ordnung (mit Spitze in o), längs deren die Fundamentalfläche 
von der stationären Ebene oo'o' berührt toird 

199. Wieviel Gerade gibt es in einer beliebigen Ebene E, die zu oo' 
analog sind (sie verbindet zvoei entsprechende Puncte der Hessiana) f Die Ebene 
E schneidet die Hessiana in einer Curve vierter Ordnung, welcher die wind- 
schiefe Berührungscurve sechster Ordnung zwischen der Hessiana und der 
gemeinen Polarfläche der Ebene E entspricht (168). Sei o einer der Puncte, 
in denen E diese letztere Curve trifft. Dieser Punct hat, da er E angehört, 
seinen entsprechenden Punct o' auf der Curve sechster Ordnung, und weil 
er dieser Curve angehört, muss sein entsprechender Punct anf E liegen. Es 
folgt daraus, dass die sechs Durchschnittspuncte der Ebene E mit der Raum- 



>) Und too ist die stationäre Tangente. 
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curve sechster Ordnung, sich zu zwei und zwei entsprechen. Anderseits sind 
aber 'zwei entsprechende Pancte der Hessiana in Bezug auf eine beliebige 
Quadripolarfläche conjugiert, und die sechs Puncte, um die es sich handelt, 
sind also nach einer bekannten Theoreme, das man Hesse verdankt, die Scheitel 
eines vollständigen Vierseits. Die Diagonalen cüete* Ulstern sind die einzigen 
mit oo' analogen Geraden, welche in der gegebenen Ebene E liegen. Die su »V 
analogen Geraden (196), welche den Geraden oo 1 der Ebene E entsprechen, 
liegen auf der Polarfläche von E (und in der nämlichen dreifachen Tangential- 
ebene dieser Fläche), weil die Polarflächen der Puncte von E die Polarfläche 
dieser Ebene berühren (188). 

200. Das betrachtete Vierseit ist bestimmt durch die Durchschnitte von 
vier beliebigen Quadripolarflächen, die nicht einem und demselben Netze an- 
gehören, mit der Ebene E; man weiss in der That, dass wenn vier Kegel- 
schnitte in einer Ebene gegeben sind, es nur ein einziges Vierseit gibt, dessen 
Diagonalen durch jeden der gegebenen Kegelschnitte harmonisch getheilt wird *). 

Zwei Gegenscheitel des Vierseits sind in Bezug auf die Kegelschnitte 
conjugiert, in denen die Ebene E die Quadripolarflächen dieser Puncte schneidet, 
und folglich ist das Vierseit der Curve dritter Ordnung eingeschrieben, welche 
die Jacobiana des von den genannten Kegelschnitten gebildeten Netzes und 
gleichzeitig der Schnitt der Polarfläche der Ebene E durch eben dieselbe 
Ebene ist. Die nämlichen sechs Puncte — die Scheitel des Vierseits — sind 
auch auf der ebenen Cnrve vierter Ordnung gelegen, welche E und der Hessi- 
ana gemein ist, welche letztere Flache von der Polarfläche dieser Ebene in allen 
Puncten der Curve sechster Ordnung berührt wird. Diese sechs Puncte sind 
also ebenso viele Berührangspuncte zwischen den Curven, in denen E die 
Polarfläche und die Hessiana schneidet 

Es folgt hieraus, dass die Seiten des Vierseits die ebene Curve vierter 
Ordnung nochmals in vier Puncten auf einer geraden Linie g treffen. Diese 
Plancurve gehört dem Büschel an, welches durch das System der vier Ge. 
raden, welche das Viereck bilden, und das System der Curve dritter Ordnung 
und der Geraden g bestimmt ist Hat daher diese letzte Curve einen Doppel- 
punet o, was eintritt, wenn £ in o die Fundamentalfläche berührt a ), so fällt 
die Polargerade von a in Bezug auf die Plancurve vierter Ordnung mit der 
Polargeradcn desselben Punctes in Bezug auf das System der vier Seiten des 
Vierseits zusammen (der harmonischen Polare von a in Bezug auf das Vierseit). 

Man weiss aber, wenn eine eubische Plancurve mit Doppelpunct durch 
die Scheitel eines vollständigen Vierseits geht, dass dann die Gerade, welche 



1) Mathematieal quettion» front the Educational Time». T. IV., London 
1866; p. na 

*) Hat eine eubische Raumcurre einen Doppelpunct, so gehen alle Polarkegel - 
schnitte durch diesen Punct, der daher auch für die Jacobiana des Netzes der Po- 
laren ein Doppelpunct ist. 
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die drei Wendepuncte verbindet, die harmonische Polare de« Doppelpunctes 
in Bezug auf das Vieraeit ist. Die Polargerade von a m Bezug auf die Plan- 
curve vierter Ordnung geht daher durch die Wendepuncte der Curve dritter 
Ordnung, welche gleichzeitig die Wendepuncte dea Schnittes der Fundamental- 
fläche durch E sind. 

Folglich der Satz: Die Durchschnittsgerade einer Tangentialebene der 
FundamentoJfliirhe mit der Polarebene de* BerüJtrungspunctcs in Bezug auf 
die Hessiana geht durch die drei Wendepuncte des Schnittet, der durch die 

Ist die Tangentialebene stationär, so kommt man auf ein schon bewiesenes 
Theorem (198) zurück. 

201. Auf einer beliebigen Ebene E gibt es wieviel zu »V analoge Ge- 
rade (das heisst Gerade, deren Polarcurve das System einer Geraden oo' 
und einer cnbischen Raumcurve sind)? Die in der Ebene E gezogenen Ge- 
raden entsprechen den Raumcnrven vierter Ordnung, welche durch die acht 
Pole der Ebene gehen. Es ist bekannt, dasa diese acht Pole so unter ein- 
ander verbunden sind, dass diejenige eubisebe Raumcurve, welche durch sechs 
von ihnen beschrieben ist, die Gerade, welche die beiden andern verbindet, 

7 8 

zweimal schneidet. Die acht Puucte zu zweien combiniert geben nun — = 28 

Curven vierter Ordnung, zusammengesetzt aus einer Geraden und einer eubi- 
schen Raumcurve. Die gegebene Ebene enthält also 28 sm u'o' analoge Gerade; 
sie sind die 28 Doppeltsngenten des Schnittes der Hessiana durch die Ebene E. 

Dieser Schnitt ist von der 12-ten Classe und hat 24 Wendepuncte. Man 
findet so die Eigenschaft wieder (191), dass es in einem Büschel von Raum- 
cnrven vierter Ordnung 12 mit Doppelpunct gibt, und weiter, da»* unter den 
Raumcurven dieser Ordnung, welche durch die acht Durchschnitt puncte dreier 
Quadriflächen gehen, 24 mit einer Spitze enthalten sind. 

202. Eine beliebige Gerade g trifft die Hessiana in vier Puncten a,b,c,b; 
es seien a', b', c', b' die vier entsprechenden Puncto. Da o', b', t', b' die Scheitel 
der vier Kegel desselben Büschels von Quadriflächen sind, so ist der Punct 
o' der Pol der Ebene bVb' in Bezug auf die Polarkegel von b, t, b, das 
heisst b'c'b' ist die gemischte Polarebene der Punctenpaare o', b ; o', c; e\ b 
oder auch, b'c'b' ist die Polarebene jedes der Puncte b, c, b in Bezug auf den 
Folarkegel von o'. Dieser Kegel bat aber den Scheitel a, und folglich geht 
die Ebene b'c'b' durch o. 

Wenn also a, b, c, b vier Puncte der Hessiana in gerader Linie sind, «o 
sind die entsprechenden Puncte a', b', c', b' die Scheitel eine* Tetraeders, dessen 
Seitenflächen b'r'b', c'b'o', b'a'b, a'bV bezüglich durch a, b, c, b gehen. 



203. Alle Quadripolarrlüchen, welche durch einen Pnnct o gehen, bilden 
ein Netz; darunter gibt es eine, welche in o eine beliebig gegebene Ebene 

ClUOli, Ob*rfl»ei»«n. 11 
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berührt. Ist aber 0 ein Punct der Hcssiana und 0' der entsprechende Punct, 
80 werden alle Polarflachen von 0 in ihm von Ebenen berührt, die durch die 
Gerade 00' gehen (164); diejenigen, welche in 0 dieselbe Ebene berühren, 
bilden ein Büschel, und ihre Pole liegen auf einer Tangente der HeBsiana in 
0'. Daraus ergibt sich die Gerade 00' als Polare der Tangentialebene der 
Hessiana in 0 in Bezug auf den Polarkegel von 0' und zugleich als Polare 
der Tangentialebene derselben Fläche in 0' in Bezug auf den Polarkegel von 
0. Mit andern Worten : Die Tangentialebene der Hessiana in 0 und die Tan- 
gentialebene im nämlichen Puncte einer beliebigen Quadripolarfläche, welche durcJt 
ihn geht, tind conjugiert in Bezug auf dm Polarhegel von 0'. 

Umgekehrt: Jede Tangente der Hessiana in 0' enthält die Pole einer un- 
btgrenzten Zahl von Quadripolarßächen, die in 0 von ein und derselben Ebene 
berührt werden. 

204. Es sei p ein Doppelpunct der Hessiana und p die entsprechende 
Gerade (194). Sobald jeder Punct von p dem Puncte p entspricht, sind die 
Polarebenen aller Puncte von p Tangentialebenen der Hessiana in p (183), 
das he isst, der osculierende Quadrikegel, den die Otculierenden der Hessiana 
in p bilden, ist der Polarkegel der Geraden p. Dieser Kegel enthält die drei 
Geraden p lf p t ,p z (analog zu p (194)), welche durch p gehen, denn jeder 
Punct dieser Geraden ist der Pol eines Polarkegels, dessen Scheitel einer 
der drei Doppelpuncte P 1 >p 3> p 3 der Hessiana ist, die auf p liegen. 

205. Die Polarebene von p berührt die Hessiana in der ganzen Länge 
der Geraden p (167) und schneidet also diese Fläche in einem Kegelschnitte 
c. Ebenso berührt die Polarebene von p } die Hessiana längs p x ; nun ist aber 
Pj ein Punct von p\ also: Die Hessiana und der Polarkegel von p werden 
längs der drei gemeinschaftlichen Geraden p lt p t , p % durch dieselben Ebenen 
berührt, die Polarebenen von pj , p 3 , Pg. 

206. Der Punct p und ein beliebiger Punct von p sind zwei entsprechende 
Puncte der Hessiana, also ist die Gerade, welche diese Puncte verbindet, 
der Ort der Pole, deren Polarebenen durch ein und dieselbe Gerade gehen, 
die eine Doppeltangente der Hessiana ist und in der Polarebene von p liegt 
(196). Einer der Berübrungspuncte liegt aufp, der andere gehört dem Kegel- 
schnitt c an. Das heisst, jeder Geraden, die durch p in der Ebene pp ge- 
zogen ist und als Gerado 00' (196) angesehen wird, entspricht als Gerade 
nV eine Tangente von c. Es sei 0 der Punct, in dem die erste Gerade 
von p getroffen wird und n der Punct, in welchem dieselbe Gerade die 
Hessiana nochmals schneidet (die Puncte 0' und 0 fallen mit p zusammen); 
tt' und p' die Puncte', in denen die zweite Gerade bezüglich c berührt und 
p schneidet. Man sieht, daas der Kegelschnitt c zur entsprechenden Curve 
die eobiache Plancurve (Ort der Puncte u) hat, in welcher die Ebene pp 
die Hessiana schneidet. 

Die Gerade »'0' liegt in der Polarebene von 0 ; nun berührt diese Ebeue 
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den Polarkegel von p, und letzterer Kegel wird daher durch die zu «V analogen 
Geraden bei Ohrt; das heisst, der Kegelschnitt c ist die Spur des Kegels auf 
der Polar ebene von p. Also: 

Der Oecidationskegel der Hessiana in einem Doppelpuncte berührt diese 
Fläche in drei Geraden und schneidet sie ausserdem noch in einein Kegelschnitt , 
der in der Polarebene des Doppelpunctes liegt. 

207. Es gibt weitere Eigenschaften der Ebene pp, die erwähnt werden 
müssen. 

Der Polarkegel von «' geht durch p, ausserdem ist die Polarebene von 
p in Bezug auf diesen Kegel (nämlich die Tangentialebene dieses Kegels 
länge pn) die Polarebene von «' in Bezug auf den Polarkegel von p (88), 
das heisst die Ebene pp. Die letztere Ebene berührt also die Polarkegel 
sammtlicher Poncte des Kegelschnittes c, und die Berührnngsgeneratrixen 
geben durch p. 

Sobald die Ebene pp in o die ersten Polarfläcben der Puncto p und u' 
berührt, so berührt sie im nämlichen Puncto die ersten Polarflächen aller 
Puncte der Geraden Bit', und schneidet sie in Geradenpaaren in Involution, 
deren Doppelstrahlen ob und p sind. Zwei conjugierte Gerade r, r 1 dieser 
Involution gehören einer ersten Polarfläche an, deren Pol q sei (ein Punct 
von Bit')- Denken wir uns eine Ebene durch q und eine beliebige Tangente 
it'jB', von c. Die ersten Polarfläcben von «',,•', gehen zusammen (196) 
durch die Gerade pn,, welche u^o', entspricht (wie pu der Geraden »V), 
also sind die Puncte, in denen diese Gerade r, r' trifft, zwei Pole der Ebene 
ok'jB'j. Das heisst, die Polarebenen der Puncte der Geraden r, r' umhüllen 
ein und denselben Kegel qc. Alle analogen Kegel gehen durch den Kegel- 
schnitt c, und dieser stellt daher, und zwar er allein, die Enveloppe der 
Polarebenen der Puncte der Ebene pp vor. Man kann dies auch auf fol- 
gende Weise zeigen. 

Der Doppelpunct p hat die Eigenschaft, dass alle Quadripolarflächen, 
die durch ihn gehen, in ihm durch dieselbe Ebene pp berührt werden (203). 
Daraus folgt, das«, wenn man durch p die beiden Geraden zieht, welche jede 
die windschiefe Polarcurve vierter Ordnung einer beliebigen Geraden t des 
Raumes in zwei Puncten trifft, diese beiden Geraden stets in der Ebene pp 
liegen, dA8 heisst, die Polarcurve einer beliebigen Geraden hat stets zwei 
Sehnen, die von p ausgehen und in der Ebene pp gelegen sind. Es sei pn 
eine dieser Sehnen. Jeder der Puncte, in welchem sie auf der Raumcurve 
aufsteht, hat eine Polarebene, die durch t und u'b' geht (daraus folgt, dass 
t die Gerade itV schneidet); diese beiden Geraden geben aber eine einzige 
Ebene, also sind die beiden Puncte, in denen pu die Ranmcurve schneidet, 
die Pole ein und derselben Ebene, die durch t geht. Zwei dieser Polar- 
ebenen (in Bezug auf die beiden Geraden pu) werden durch die beiden Ge- 
raden «V bestimmt, welche man in der Ebene von c so ziehen kann, dass sie 
die Spur von t enthalten und den Kegelschnitt berühren; durch eine Gerade t 
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geben also nur zwei Ebenen, deren Pole auf der Ebene pp liegen, und diese 
Ebenen berühren <•; mit andern Worten, düser Kegelschnitt ist die vollstän- 
dige Enveloppe der Polarebenen der Puncte der Ebene pp. 

Ein beliebiger Punct der Polarebene von p gehört zwei Geraden uV 
(Tangenten von c) an, und folglich geht die Quadripolarfläche dieses Puncte» 
durch die beiden entsprechenden Geraden pu (196), das heisst, sie berührt 
in p die Ebene pp. Der Ort der Puncte, deren erste Polarflächen die Ebene 
pp berühren , ist also zusammengesetzt : 1. Aus dem Kegel pc, dessen Puncte 
Quddripolarßäehen besitzen, welche pp berühren, und zwar in einem Puncte 
von p ; 2. Aus der Polarebene von p, in welcher die Puncte des Kegelschnittes 
c die Pole der Polarkegel sind, weiche die Ebene pp in Geraden berühren, die 
von p ausgehen, während die Quadripolarflächen der andern Puncte dieser 
Ebene die Ebene pp in p berühren. 

Nach dem Vorhergehenden ist es klar, dass die Raumcurve sechster 
Ordnung, welche im Allgemeinen die Berührungscurve der Hessiana mit der 
Polarfläche einer Ebene ist (158), sich, wenn diese Ebene die Ebene pp ist, 
auf das System der vier Geraden p,p v p v p i und den Kegelschnitt c rednciert 

208. Eine beliebig durch den Doppelpunct p gelegte Gerade trifft die 
Hessiana in zwei weiteren Puncten c, b ; es seien t ', b' die entsprechenden 
Puncte. Die ersten Polarflächen der Puncte der Geraden ptb gehen durch 
zwei Kegelschnitte die in zwei Ebenen liegen, welche die Quadripolarfläche 
von p bilden und durch p gehen (194). In dem Büschel dieser ersten Polar- 
dächen sind folgende Puncte diejenigen, deren Polarebene in Bezug auf diese 
Flächen constant ist: 1. die Puncte c\b' (Scheitel der Kegel des Büschels), 
deren Polarebenen in Bezug auf die Quadriflächen des Büschels bezüglich 
pb' und pc' sind, und 2. die Puncte von p, deren Polarebenen in Bezug auf 
die nämlichen Quadridächen durch die Gerade t'b' gehen. Die Ebene pb' 
ist also die gemischte Polarebene der Puncte o, c', das heisst , sie ist die 
Polarebene von b in Bezug auf den Polarkegel von (', dessen Scheitel r ist. 
Daraus folgt, dass die Ebene pb' durch c geht, und analog die Ebene pc' 
durch b. 

Ist ausserdem x ein beliebiger Punct von p, so geht die Polarebene von 
X in Bezug auf den Polarkegel von c durch t'b'; mit andern Worten, c'b' 
liegt in der Polarebene von c in Bezng auf den Polarkegel von x, dessen 
Scheitel a ist , das heisst, die Puncte p, r', b' sind in gerader Linie. Also : 

Wenn eine durch einen Doppelpunct p gezogene Gerade die Hessiana in 
c, b schneidet , so liegen die entsprechenden Puncte c',b' ebenfalls mit p in ge- 
rader Linie, und die Geraden cb', c'b treffen sich auf der Geraden p. 

209. Diese Schlüsse gelten auch dann noch, wenn der Punct c auf 
eine Gerade p 4 fällt , eine der Geraden auf der Hessiana aber von p (der 
p entsprechenden) verschieden, ebenso von p l ,p y p i (die durch p gehen), 
nämlich einem Puncte p 4 entsprechend, der etwa auf p x liegt. Nun wird r' 
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der DoppeJpuuct p 4 and b' Ut ein Panct der Geraden p,. Der nämliche 
Punct b' ist der Pol einer ersten Polarfläche mit einem Doppelpanct in b; 
nun haben sber die Nichtdoppelpuncte von p. als Quadripolarflnchen Kegel 
mit dem Scheitel p x , also ist b' der dritte Doppelpanct p ft der auf p, liegt, 
und folglich fällt b auf die Gerade p,. 

Ist der Panct t auf p 4 variabel, so bleiben die Pancte t' (=p 4 ) und 
b' (=p 5 ), die beide auf der festen Geraden p l liegen, unverändert, also wird 
b nicht aus p b herausgehen. Daraus folgt, das« die Geraden p. und p. in 
einer Ebene liegen, die durch p geht Diese Ebene raus« ausserdem die 
Hessiana in einer Curve zweiter Ordnung mit Doppelpanct in p schneiden; 
letztere Curve ist also das System zweier Geraden, die notwendigerweise mit 
p t und p 3 zusammenfallen. 

Der gemeinschaftliche Panct der Geraden p*,p» Ut der Pol einer Qua- 
dripolarflache mit Doppelpanct in p 4 und p«, das heisst einer Quadrifläche, 
die aus zwei Ebenen besteht, die durch p 1 geben; also ist derp 4 und p 6 ge- 
meinschaftliche Punct der Punct p t (der auf p liegt). 

Die Geraden p i ,p s ,p i ,p i bilden also ein vollständiges ebenes Vierseil, 
dessen Scheitel sechs Doppelptmcte der Hessiana nnd. Zwei Gegenscheitel sind 
entsprechende Puncte, das heisst, jeder derselben Hegt auf der entsprechenden 
Geraden des andern. 

Wie gross ist die Zahl der Ebenen, die derjenigen analog sind, welche die 
vier Geraden p i ,p i ,p i ,p i enthält? Durch jeden der Puncte p gehen drei 
solche Ebenen, und jede Ebene enthält sechs Pancte p, die Zahl der Ebenen 

ist also 3 fl 1 -°=5. 
6 

Oder auch anders: Zwei dieser Ebenen gehen durch jede der Geraden 

p und jede Ebene enthält vier Gerade p, die Zahl der Ebenen ist folglich 

2.10_, 

_-6. 

Diese fünf Ebenen bilden einen Pentaeder (zuerst von Sylvester ent- 
deckt), dessen Scheitel und Kanten bezüglich die zehn Puncte p und die zehn 
Geraden p find. 

Von diesen fünf Ebenen gehen drei durch p und die andern durch p, 
also hat der gemeinschaftliche Scheitel dreier Seitenflächen des Pentaeders den 
Durchschnitt der beiden übrigen Seitenflächen zur entsprechenden Geraden. 

210. Will man das System dieser fünf Ebenen studieren, so ist es am 
Besten, dieselben durch die Zahlen 1,2,3,4,5 zu bezeichnen, in der Art, 
dass die zehn Scheitel p (Doppelptmcte der Hessiana) und die bezüglichen 
zehn Gegenkanten (entsprechen den Geraden p) bezeichnet sind durch: 

123, 124, 125, 134, 135, 145, 234, 235, 245, 345 
.45, 35, 34, 25, 24, 23, 15, 14, 13, 12. 

Ein beliebiger Punct der Geraden 12 hat zur Quadripolartläche einen 
Kegel, der dem Trieder conjugiert ist (194), das durch die Ebenen 3,4,5 
gebildet wird. Ebenso sind die Polarkegel, deren Pole beliebig auf den 



166 



Dritter Theil. 



[Cap. 1 



Geraden 13,14,15 angenommen »ind, den Triedern 245.235,234 bezüglich 
conjugiert. Daraus folgt, dass alle Quadripolarflächen des durch diese vier 
Kegel bestimmten Netses, nämlich die Quadripolarflächen aller Puncte der 
Ebene 1, ein und demselben Tetraeder conjugiert sind, nämlich dem Tetrae- 
der 2345. 

Die Ebenen 1, 2, 3, 4, 5 »ind die einzigen, welche die Eigenschaft besitzen, 
data die Quadripolarflächen aller Puncte einer jeden von ihnen demselben Te- 
traeder {das durch die vier andern gebildet wird) conjugiert find; weil man 
beweisen kann, dass, wenn die Quadripolarflächen eines Netzes ein und dem- 
selben Tetraeder conjugiert sind, die Kanten desselben in der Hessiana liegen. 
In der That ist diese Flache die Jacobiana (139) des linearen Systems, das 
durch genanntes Nets und eine andere nicht zum Netze gehörige Quadri- 
polarfläehe Ä bestimmt ist. Nimmt man auf einer Kante des Tetraeders einen 
Fnnct o an, auf der Gegenkante dort den Punct o', wo dieselbe durch die 
Polarebene von o in Bezug auf S geschnitten wird, so sind die Puncte o, o' 
in Bezug auf alle Flächen des Systems conjugiert, und gehören also der 



211. Wir haben oben (196,901) bewiesen, dass jede Bitangente der 
Hceeiana die Eigenschaft besitzt, die Enveloppe der Polarebenen der Puncte 
einer andern Geraden zu sein, welche die beiden entsprechenden Puncte der 
Fläche verbindet. Unter den Geraden, welche diese Eigenschaft besitzen, 
befinden sich die zehn Kanten des Pentaeders und die fünfzehn Diagonalen 
seiner Seitenflächen. Jede Kante, wie 12, entspricht einem Büschel Polar- 
kegel (194), dessen Basis das System der vier Geraden ist, welche im ent- 
sprechenden Puncte 345 zusammenlaufen; und umgekehrt (87): die Polar- 
ebenen der Puncte jeder dieser vier Geraden gehen durch du Gerade 12. Jede 
Diagonale, wie {l23}{l45}, entspricht einem Büschel von Quadripolarflächen, 
die nicht Kegel sind, deren Basis das System der vier Geraden ist, gebildet 
durch den Durchschnitt der beiden Ebenenpaare , welche die Quadripolar- 
flächen der Puncte 123, 145 darstellen, und umgekehrt: Die Polarebenen 
der Puncte dieser vier Geraden gehen sämmtlich durch die barachtete Diagonale. 

212. Wir haben gezeigt, dass einer beliebigen Geraden pcb durch den 
Doppelpunct p eine Gerade pr'b' entspricht (208), und aus dem Vorher- 
gehenden (209) folgt, dass, wenn die Gerade pro in eine Seitenfläche d«s 
Trieders p l p i p 3 fällt, die Gerade pr'b' mit der Gegenkante desselben Trieders 
zusammenfallt. Ist umgekehrt pcb eine der Geraden p y p v p r so ist pc'b' 
eine beliebige unter den Geraden, welche durch p gehen und in der Ebene 
der beiden andern Geraden p liegen. 

Fällt pcb mit pcV zusammen , das heisst, sind c, b zwei entsprechende 
Puncte, so ist pcb (197) eine der vier Geraden, durch welche die Polar kegel 
vom Scheitel p gehen. 

Ist pcb in der Ebene pp gezogen, so fällt c' mit p zusammen, und folglich 
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osculiert die Gerade pt'b' die Hessiana in p ; also erzeugt, wenn pcb um p 
variabel iet in der Ebene pp, die Gerade pt'b' den Polarkegel von p\ und 
während c die Gerade p durchläuft, und b eine eubische Flancurve mit Doppel- 
punet in p beschreibt, erzeugt der Punct b' den Kegelschnitt c, Durchschnitt 
des genannten Kegels mit der Hessiana (206). Sobald ptb die Hessiana 
osculiert, das heisst, wenn sie in p einen der Zweige der eubischen Planeurve 
berührt , so fällt b mit p zusammen , und folglich auch b' auf p. Daraus 
ergibt sich, daas die beiden Durchschnittspuncte des Kegelschnittes c mit 
der Geraden p den beiden Puncten der cnbischen Planeurve entsprechen, 
welche unendlich nahe p liegen. 

213. Verschiebt sich die Gerade ptb in einer Ebene E durch p, so 
erzeugt die Gerade pc'b' einen Kegel, der durch p v p v p* geht, wegen der 
drei Geraden, in denen E die Seitenflächen des Trieders PiP^P% schneidet 
(212). Dieser Kegel ist durch zwei andere Generatrixen bestimmt, weil «wei 
Gerado, die durch p gehen, die Ebene E bestimmen. Die Kegel, welche 
in dieser Weise zwei Ebenen E, E l entsprechen, haben eine einzige gemein, 
schaftliche Generatrix (ausser p v p y p i ) nämlich die Gerade pt'b', welche der 
Durchschnittslinie ptb der beiden Ebenen entspricht. Die Kegel, welche den 
Ebenen E entsprechen, sind also zweiter Ordnung. 

Wir haben so eine Transformation der Figuren erhalten, weiche au» Ge- 
raden (also aucli aus Ebenen und Kegeln) gebildet icerden, die von p ausgehen. 
Einer Geraden entspricht eine Gerade, einer Ebene entspricht ein Quatlrikegd, 
der dem Trieder p.p*p 3 umgeschrieben ist, und umgekehrt. 

Sobald die Puncto r, t' und ebenso b, b' in Bezog auf jede Quadrirläche 
conjugiert sind, so sind tlie Geraden pcb, pc'b' in Bezug auf sämtntliche Polar- 
kegel vom Scheitel p conjugiert. Diese Kegel bilden ein Büschel und gehen 
durch die vier Geraden, welche ihnen entsprechen, und diese vier Geraden 
bilden ein vollständiges Vierkant, dessen Diagonalgerade p, t p t , p t sind 
(Durchschnitte der Ebenenpaare, welche dem Büschel angehören, und die 
Quadripolarflächen der Puncto p v p r p, sind). Also: Der Quadrikegei, der 
dem Trieder p l p 1 p i umgeschrieben ist und einer Ebene E entspricht, ist [der 
Ort der Polargeraden dieser Ebene in Bezug auf die Kegel jenes Büschels. 
Folglich schneidet obiger Kegel die Ebenen p i p v p^p v p l p i längs der conju» 
gierten Geraden der Durchschnittsgeraden derselben mit E in Bezug auf die 
respectiven Geradenpaare />, , p 3 ; p^p^', p Jt p r Derselbe Kegel trifft die 
Ebene E längs zweier entsprechender Geraden, von denen jede eine Be- 
nin rungsgeneratrix zwischen E und einem Kegel des Büschels ist; die Ebenen, 
welche durch p^ gehen und bezuglich durch zwei entsprechende Gerade, 
bilden ein harmonisches System mit den Ebenen j>,/> r J^p,; u. s. w. 

214. Wir betrachten einen Cubikegel (Kegel dritter Ordnung), der durch 
die sechs Geraden pp, , pp 2 , pp 3 , p v p ¥ p A geht und längs der drei letzten 
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durch die Polarebenen von p v p r p 8 berührt wird Es sei ptb eine Ge- 
neratrix dieses Kegels. Die Ebene pt schneidet die Hessiana und diesen 
Kegel längs zwei cubischen Plancurven, die sieben Puncte gemein haben, 
von denen drei dieselben Tangenten besitzen; diese cubischen Curven fallen 
also zusammen. Das heisst: Der Cubikegel trifft die Hessiana in einer Plan- 
curve (dritter Ordnung), deren Ebene pr ist, und also noch in einer andern 
Plancurve (derselben Ordnung), deren Ebene pb ist Jede dieser beiden 
Ebenen genügt offenbar, um auf eine einzige Weise den Cubikegel und die 
andere Ebene zu bestimmen; also bilden diese Ebenenpaare, die die Durch- 
schniUscurven der Hessiana mit den CuJnkegeln des Büschels, um das es sich 
handelt, enthalten, eine Involution; die Doppelebenen derselben enthalten die 
Berührungscurven zwischen der Hessiana und zwei Kegeln des Büschels. 
Das heisst: Die Tangenten, toelche man vom Puncte p aus an die Hessiana 
ziehen kann, bilden zwei Cubikegel, und die Berührungscurven befinden sich in 
zwei durch p gehenden Ebenen; das System dieser beiden Ebenen ist folglich die 
Quadripolarfläche des Punctes p. Also: Die Quadripolarfläche von p besteht 
aus zwei Ebenen, welche mit denjenigen beiden Ebenen ein harmonisches System 
bilden, welche die beiden .cubischen Plancurven enthalten, die ein und demselben 
Cubikegel des Büschels angehören. 

Unter den Kegeln dieses Büschels gibt es auch de», welcher durch die 
Ebene pp und den Polarkegel von p gebildet wird. Die Ebenen der Schnitte, 
welche denselben entsprechen, sind die Ebenen pp und die Polarebene von 
p. Ein anderer Kegel desselben Büschels ist das Trieder p x p t p v das durch 
diejenigen drei Seitenflächen des Pentaeders gebildet wird, welche in 0 zu- 
sammenlaufen. Die entsprechenden Schnitte liegen in den beiden andern 
Seitenebenen des Pentaeders, welche durch/) gehen, und jeder von ihnen 
ist das System dreier Geraden. Hieraus zieht man, dass die beiden Ebenen, 
welche die Quadripolarfläche von p darstellen, und die beiden /Seitenflächen des 
Pentaeders, toelche durch p gehen, ein harmonisches System bilden. 

215. Die Ebenen pc,pb gehen bezüglich durch d', c' (208), folglich 
geht der Cubikegel des erwähnten Büschels, welcher durch pct geht, auch 
durch pt'V, das heust (113), dieser Kegel entspricht sich selbst. Man schliesst 
hieraus und aus bekannten Eigenschaften der cubischen Plancurven *), dass die 
Tangentialebenen unseres Kegels längs zweier entsprechender Geraden pcb, 
pt'V sich in einer Generatrix des nämlichen Kegels schneiden; dass jeder 



J) Die analogen Cubikegel bilden ein Büschel, denn die gemeinsamen Bedin- 
gungen sind neun Geraden äquivalent, durch welche das System der drei Ebenen 
PjP»« P3P1» Pi Vi un< * das System der Ebene pp und des Polarkegel» der Geraden 
p geben. 

9) Man kann in der That den Cubikegel als Jacobiana eines Netze« ron Quadri- 
kegeln vom 8cheitel p betrachten, dem das Polarkegclbüichel der Puncto ron p 
angehört. 
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Quadrikegel, der dem Trieder J?|Pol>. umgeschrieben ist, den Cubikegel längs 
der drei Berührungsgeneratrixen schneidet, welche dieser Kegel mit ein und 
demselben Kegel zweiter Ordnung besitzt; und das» diese drei Generatrixen 
ein Trieder bilden, dessen Seitenflächen den Cubikegel in drei neuen Geraden 
schneiden, welche in der Ebene liegen, welche dem ersten Quadrikegel ent- 
spricht. U. s. w.; u. s. w. 

216. Wir wollen jetzt noch einige Bemerkungen über die Polarfläche 
einer beliebigen Ebene E machen, welche durch den Doppelpunct p geht 
Da dieser Punct der Scheitel einer unbegrenzten Zahl von Polarkegeln ist, 
deren Pole die Puncto von p sind, so geht die Polarfläche durch diese Gerade 
und ist längs derselben durch die Polarebene von p berührt. Dieselbe Fläche 
geht ausserdem noch durch p und wird in diesem Pnncte von der Polarebene 
des Punctes i berührt, in dem E von p getroffen wird. Unter den Polar- 
kegeln vom Scheitel p gibt es zwei, welche die Ebene E berühren; also 
(1 88) : Die Polarfläche hat zwei Doppelpuncte auf p. 

Die Quadripolarflächen, die durch p gehen, treffen E in Kegelschnitten, 
die in p durch ein und dieselbe Gerade pi (Durchschnitt der Ebenen E und 
pp) berührt werden. Ein beliebiger Punct dieser Geraden ist für einen dieser 
Kegelschnitte ein Doppelpunct, das heisst, er ist ein Berühmngspunct zwischen 
E und einer ersten Polarfläche durch p. Alle analogen ersten Polarflächen 
gehen daher durch die Gerade pi, und ihre Pole sind auf der Geraden ge- 
legen, welche den Durchschnitt der Polarebenen von p und t bilden. Daraus 
ergibt «sich, das* diese letztere Gerade der Polarfläche von E angehört. 

Diese Polarfläche berührt die Hessiana längs einer Raumcurve sechster 
Ordnung (158), die sich in unserem speciellen Falle in zwei Theile theilt, 
die Gerade p und eine Raumcurve fünfter Ordnung, die durch p geht. Diese 
Curve, als dem Schnitte der Ebene E auf der Hessiana entsprechend, bildet 
in Verbindung mit den Geraden p v p v p a den vollständigen Durchschnitt 
dieser Fläche mit dem Quadrikegel, welcher der Ebene E entspricht (213). 
Der letztere Kegel schneidet daher die Polarfläche von E nochmals in einer 
Geraden. In der Tbat, sobald die Ebene E durch die entsprechenden Puncte 
p, i der Hessiana geht, berührt sie in i ein Büschel von Quadripolarflächen 
(203), deren Pole auf einer Geraden durch p sich befinden, die in der Polar- 
fläche liegt; und diese Fläche wird längs jener Geraden durch die Polar- 
ebene von i berührt. Dieselbe Gerade enthält die beiden andern Doppel- 
puncte der Fläche, welche die Pole der beiden Kegel sind, die zu dem 
Büschel gehören. Diese beiden Kegel haben daher ihre Scheitel auf einer 
in der Ebene E durch p gehenden Geraden, welche der ersten Geraden 
entspricht. 

217. Indem man diese Betrachtungen auf die Ebenen des Pentaeders 
12345 (210) anwendet, sieht man, daas die Kanten des Tetraeders 2345 die 
Curve sechster Ordnung (entsprechend dem Viereeit mit den Seiten 12, 13, 
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14, 15) bilden , längs dessen die Hessiana durch die Polarfläche der Ebene 
1 berührt wird. Diese Fläche hat daher die Puncte 234, 235, 245, 345 (die 
Scheitel des Tetraeders) zu Doppelpuncten. Dieselbe Fläche enthält als reci- 
proke Fläche der Steinerschen Fläche (188) drei andere Gerade die in derselben 
Ebene liegen. Diese Geraden sind (216) die Durchschnitte der Polarebeneu der 
Punctenpaare (123, 145), (124, 135), (143, 125), der Gegenscheitel des Vicr- 
seits. Sie bilden gleichzeitig ein Dreieck a^c,, von dem jeder Scheitel der 
Pol einer ersten Polarfläche ist, die die Ebene 1 berührt, und durch zwei Gegen- 
scheitelpaare des Vierseits geht; also sind die Diagonalen dieses VierseiU zu 
zweien combiniert die Durchschnitte der Ebene 1 mit den ersten Polarflächen 
der Puncte a v b„ tjj das heisst, die Scheitel o',, b',, t\ des Diagonaldreiecks 
sind die Pole der Ebene u 1 b 1 c 1 . 

Der Ebene 2 entspricht ebenso eine Ebene a s b 2 r 9 , welche die Polarebene 
jedea 8cheitels des Dreiecks a',b' s c', ist, das durch die Diagonalen des Vier- 
seits (21, 23, 24, 25) gebildet wird; u. s. w. für die übrigen Ebenen des Pen- 
taeders. Nun gehen aber die Ebenen, die vom Puncte 345 aus durch die 
Diagonalen 

tl«3||145|=b' 1 «' 1 , |l24||t35| = f>'„ jl25j }134| =a', b', 

gezogen sind, auch durch die Diagonalen 

|123|j245j = b' a c'„ jl24};235; = c>' s , )l25|{234 | = o' 3 b' 2 , 

weil die Punctenpaare 

(145,245), (135,235), (134,234) 
mit 345 in gerader Linie liegen; also treffen sich die Geraden a\ b' Jt 
t\t\ in demselben Puncte 345. 

Da die Ebene o,b,Cj die Polarebene der Puncte o',, b\, c\ ist, so folgt 
daraus, dass die Quadripolarflächc de« gemeinschaftlichen Punote« dieser 
Ebene und der Geraden 12 ein Kegel ist, der durch die Puncte a\, b' v 
und durch die vier Geraden (durch 345) gebt, welche die Basis des Polar- 
kegelbüschels der Puncte von 12 bilden. Kbcnso ist die Quadripolarfläche 
des Punctes, in welchem o. i b £ c 3 die Gerade 12 schneidet ein Kegel, der 
durch die Puncte a' r b' r r' 2 und durch dieselben vier Geraden geht. Nun liegen 
aber die Puncte a'i, a' 2 ; b' |? b'. 2 ; c',, t' s mit dem Puncte 345, dem gemein- 
schaftlichen Scheitel beider Kegel, in gerader Linie; die beiden Kegel fallen 
also zusammen, das heisst, die Ebenen Ojb]^, o 3 b 3 r 3 treffen die Gerade 12 
in demselben Puncte. Also: DU Ebenen o^c,, a 3 bgC 3 , .. ., welche den .Seilen- 
flächen 1,2,... de* Pentaeders etd-spreeften, bilden ein neues Pentaeder, dessen 
Kanten die entsprechenden Kanten den ersten treßen, und daher Hegen die fünf 
Geraden, in denen sich die entsprecJienden Seitenebenm der beiden Pentaeder 
schneiden, in einer einzigen Ebene. 

218. Wir haben oben bewiesen, dass dem Schnitte der Hessiaua durch 
eine Ebene E eine Raumcurve k sechster Ordnung entspricht (168). Es sei 
o ein Puuct von k, o' der entsprechende Punct von E. Die Polargerade 
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der Ebene E in Bezug auf den Polarkegel von o trifft die Heesiana nicht 
bloe in o', sondern auch in drei anderen Puncten 1, m, «. Die Ebene E ist 
also die gemischte Polarebene der Punctenpaare o, I ; o, m ; o, n, das beisat, 
sie ist die Polarebene von o in Bezug auf die Polarkegel von 1, u, n. E 
enthält daher die Scheitel dieser drei Kegel, und folglich gehören die Puncte 
1, at, n der k an. Also: Die Polargeradm der Ebene E in Bezug auf die 
Polarkegel, deren ScJieitel in dieser Ebene liegen, treffen jede die Raumcurve k 
in drei Puncten. 

Wie viel solcher Polargeraden der Ebene E gehen durch einen beliebigen 
Punct o von k? Man muss einen Punct suchen, welcher mit o als gemischt« 
Polarebene die E hat ; solcher Punct ist jeder Punct der Polargeraden von E 
in Bezug auf den Polarkegel von o. Diese Gerade trifft, wie man vorhin 
gesehen , die Curve k in drei Puncten I, m, n ; und die Polargeraden von E 
in Bezug auf die Polarkegel von I, m, n gehen durch o. Es gibt aleo drei 
Polargerade, vceiche durch einen beliebigen Punct von k gehen. 

Wie viel dieser Polargeraden trifft eine willkürliche Oerade g? Oder 
anders, wie viel Puncte gibt es auf g, welche E als Polarebene haben in Be- 
zug auf einen Polarkegel, dessen Pol auf k liegt? Die Pole der Quadri- 
polarflächen, in Bezug auf welche die Puncte von g die Pole von E sind 
(187), liegen auf einer cubischen Raumcurve, welche mit k acht Puncte ge- 
mein hat (121). Also: Die Polargeraden der Ebene E in Bezug auf die 
Polarkegel, deren Scheitel sidi in dieser Ebene befinden, bilden eine Fläche 
achter Ordnung. Für diese Fläche ist k eine dreifache Curve, denn in jedem 
ihrer Puncte kreuzen sich drei Generatrixen. Die nämliche Fläche geht durch 
die zehn Geraden p, weil jede dieser letztern als Polargerade einer beliebigen 
Ebene in Bezug auf die Quadripolarfläche des entsprechenden Punctes p 
betrachtet werden kann. 

Die Generatrixen der Fläche treffen die Ebene E in den Scheiteln der 
Polarkegel, also enthält die Fläche dm ebenen Schutt der hessiana auf E. 
Sie enthält ausserdem noch vier Gerade, die auch auf E liegen. Es sind 
dies die Berührungsgeneratrixen von E mit den vier Polarkegeln, deren Pole 
die Doppelpuncte der Polarfläche von E sind (188). 

Ist E die Ebene im Unendlichen, so sind die Polarkegel der Puucte 
von * Cylinder, unter denen diejenigen, welche E berühren, vier an der Zahl, 
parabolisch sind. Die Polargeraden von E werden die Axen dieser Cy- 
linder. 

219. Von welcher Ciasse ist die Enoeloppe der Ebenen, welche die F\tn- 
damentalfiäche F, in harmonischen cubischen Curven schneidet ')? Es sei g 
eine willkürliche Gerade, r ein Punct, welcher g und der Fundamentalfläche 



1) Eine Plancurre dritter Ordnung beisst harmonisch oder Hquianharmonisch 
nach den Special wert hen des constanten Doppelrerh&ltnisKe« von vier Tangenten, 
die Ton einem beliebigen Puncte der Curve ausgehen. Einleitung, No. 27, 181b. 
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gemein ist; man muss nun eine solche Ebene, welche durch g geht, suchen, dass 
die vier Tangenten, die man von jt an F, in dieser Ebene ziehen kann, ein 
harmonisches System bilden. Nun bilden die Tangenten, die man von jr an 
F 8 ziehen kann (67) einen Kegel vierter Ordnung, welcher, da er im Allge- 
meinen keine Doppelgeneratrixen bat, noch stationäre, von der zwölften Ciasse 
ist. Indem man diesen Kegel und die Gerade g durch eine Ebene schneidet, 
erhält man eine allgemeine Curve c vierter Ordnung und einen Punct %. Es 
handelt sich nun darum, von g eine Gerade zu ziehen, welche c in vier har- 
monischen Puncten schneidet. Man weiss aber *), dass dieses Problem sechs 
Auflösungen zulässt, also ist die gesuchte Enveloppe eine Flache von der 
sechsten Classe. 

Auf die nämliche Weise findet man den Satz: Die Ebenen, welche die 

eine Fläche vierter Classe. 

Eine cubieche Curve mit einer Spitze ist gleichzeitig ein 8pecialfall der 
harmonischen cnbischen Curve und der äquianharmonischen. Also sind die 
beiden Flächen sechster und vierter deute, welche wir eben betrachtet haben, 
in die Developpable (172) eingeschrieben, die durch die stationären Tangential- 
»bmen gebildet wird (das heisst, die der Fundamentalfläche längs der para- 
bolischen Curve umgeschrieben ist). 

Unter den Ebenen , tcelche die Fundamentalfläche in äquianhunnonisrhrn 
eubischen Curven schneiden, befinden sich auch die zehn zu pp analogen Ebenen 
(207), dass heisst diejenigen, welche durch oinen Doppelpunct und die ent- 
sprechende Oerade gehen. In der That ist die erste Polarfläche von s ein 
Ebenenpaar, dass durch p geht, und die ersten Polarflächen der Puncto von 
p sind Kegel, welche die Ebene pp längs Geradenpaaren durch p in Invo- 
lution schneiden. Die Doppelstrahlen dieser Involution und die Gerade p 
bilden also die Jacobiana des Netzes von Kegelschnitten, längs deren die 
Ebene pp die Quadripolarflächen dieser Puncte schneidet. (Diese Jacobiana 
ist der Schnitt der Ebene pp durch die Polarfläche dieser Ebene). Wenn 
aber die Jacobiana des Netzes der Polarkegelschnitte das System dreier Ge- 
raden ist, so ist die Fundamentalcurve äquianharmonisch, folglich trifft die 
Ebene pp die Fundamentalfläche in einer äquianharmooischen eubischen Curve. 



i) 8tbixeb, Ueber solche algebraische Curven u. «. iß. (Crelles Journal, 
Bd 47. S. 102). 
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CA PI TEL III. 

DIE SIEBENUNDZWANZIG GERADEN EINER FLÄCHE 

DRITTER ORDNUNG. 

220. Eine Bitangentialebeoe der Fundamentalfläche F s schneidet diese 
Fläche in einer cubischen Curve mit zwei Doppelpuncten (den beiden Be- 
rührungspuncten) , dass heisst in einer Oeraden und einem] Kegelschnitte. 
Die Zahl der auf F 9 liegenden Geraden ist also gleich der Zahl der Bitan- 
genten, welche durch einen beliebigen Punct des Raumes gehen, oder auch 
gleich der Classe der developpablen Fläche, welche die Enveloppe der Bi- 
tangentialebenen ist. Diese Classe ist nun (67) gleich 27, also enthält eine 
Fläche dritter Ordnung im Allgemeinen 27 Gerade. 

Ist a eine dieser Geraden, so schneidet jede durch a gelegte Ebene 
die Fläche in einem Kegelschnitt und berührt sie in den beiden Durch- 
schnittapuneten dieses Kegelschnittes mit a (171). Lässt man die Ebene um 
a rotieren, so erzeugen die beiden Berührungepuncte eine Involution, deren 
Doppelpuncte die Berührungspuncte von a mit der Hessiana sind, oder was 
auf dasselbe hinausläuft, mit der parabolischen Curve. Unter den Ebenen, 
die durch a gelegt sind, gibt es (171) fünf, welche F % in einem Kegelschnitt 
mit Doppelpunct (zwei Gerade ausser a) schneiden; das heisst, durch jede 
auf der Fläche gelegene Gerade gehen fünf Tritangentialebenen (zwei Berüh- 
rungspuncte auf der Geraden, der dritte ausserhalb). Umgekehrt rauas jede 
Tritangentialebene die Fläche längs dreier Geraden schneiden (eine eubische 
Curve mit drei Doppelpuncten); also: Eine beliebige Gerade auf der Fläche 
trifft 2.5 = 10 andere Gerade derselben Fläche, und die Zahl der Tritan- 
gentialebenen ist ^ = 45. 

o 

Sind a,b,c drei Gerade, die in derselben Tritangentialebene liegen, so 
gehen durch jede solche Gerade vier dreifache Tangentialebenen ausser abc, 
jede dieser Ebenen enthält zwei neue Gerade, und man erhält so die 3.4.2 = 24 
Geraden, welche mit a, b, c die Zahl 27 vervollständigen. 

221. Die neun Geraden, in denen sich die Seitenebenen zweier gege- 
bener Trieder schneiden, bilden die Basis eines Büschels eubischer Flächen, 
zu denen auch die beiden Trieder gehören. Die Fläche des Büschels, welche 
durch einen gegebenen Punct p geht, erhält man auf folgende Weise: Eine 
beliebig durch j> gelegte Ebene schneidet die neun Geraden in neun Puncten, 
welche als Durchschnittspuncte der Seiten zweier Dreiecke (Schnitte der 
beiden Trieder) die Basis eines Curvenbüschels dritter Ordnung bilden. Eine 
dieser Curven geht durch p und der Ort aller analogen Ourven, welche man 
erhält, wenn man die Ebene um s dreht, ist offenbar die gesuchte eubische 
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Fläche. Es seien a v b v r, s ; b y c M , a 2 ; c w , a, t *, die Geraden, in denen die 
erste, zweite, dritte Seitenfläche des ersten Trieders bezüglich die Seiten- 
flächen des zweiten schneidet; oder anders, es seien a., 6-, c.. ; £„, c M , o 8 ; 
c ia , o 3 , die Geraden, iu welchen bezüglich die erste, zweite, dritte Seiten- 
fläche des zweiten Trieders die Seifenflächen des ersten schneidet; dann 
können wir folgende Tripel aufstellen 

^i» ? **j> r gj l °ji ^31 ^jf i 
^gt »3 ? <?j3» Cjj, Cjj ; Oj, a J( Og , 

in jedem derselben hat man drei Gerade, welche sich nicht schneiden; die 
drei Geraden a l ,b v c n bestimmen ein Hyperboloid, welches die cubiache 
Fläche nochmals längs einer Curve l (dieselbe ist nicht eben) dritter Ord- 
nung schneidet. Eine beliebig durch a x gelegte Ebene berührt das Hyper- 
boloid in einem Puncte x und die cubische Flüche in zwei Puncten gpfi*- 
Lässt man die Ebene um a x rotieren, so ergeben die Puncte 8 X , g a eine der 
einfachen Reihe der Puncte x projectivische Involution, und es gibt also 
drei Fälle, dass ein Punct jr mit einem der entsprechenden Puncte q zu- 
sammenfällt. Das heisst: Das Hyperboloid und die cubische Fläche berühren 
sich in drei Puncten von a ( , ebenso in drei Puncten von 6, und in drei 
Puncten von c u . Die Berührungspuncte zweier Flächen sind aber die 
Doppelpuncte ihrer Schnitte, also schneidet l jede der Geraden <*., b., <■„ in 
drei Puncten. Daraus folgt, dass l das System dreier Geraden ist, die 
°p b v c n 8cluieiden Analog schneidet jedes der Hyperboloide', welches 
den fünf andern Tripeln entspricht, die cubische Fläche in drei neuen Ge- 
raden; wir erhalten so 3.6 = 18 Gerade, welche mit den neun Durchschnitten 
der Seitenhachen der gegebenen Trieder das System der 27 Geraden bilden. 

222. Ein Büschel von Flächen 6* zweiter Ordnung, dessen Basis eine 
Curve 0 vierter Ordnung sei, sei einem Büschel von Ebenen E, die sämmt- 
lich durch eine Gerade a gehen, projectivisch. Der Ort der Kegelschnitte, 
in denen die Flüchen S durch die entsprechenden Ebenen E geschnitten werden, 
ist (113) eine Fläche F 9 dritter Ordnung. Ihre Durchschnittspuncte mit einer 
beliebigen Geraden g erhält man auf folgende Weise. Die Gerade g trifft 
S in zwei Puncten gj, q, und E in einem Puncte je; die Punctenpaare gj, g, 
geben eine der einfachen Reihe der Puncte jr projectivische Involution und 
es gibt, also dreimal ein Zusammenfallen eines Punctes jr mit einem ent- 
sprechenden Puncte g. 

Die Fläche F, geht durch die Basis der beiden erzeugenden Büschel 
(113), nämlich durch die Raumcurve C und die Gerade a. Jede Ebene E 
berührt i*. in zwei Puncten ; es sind dies die beiden Puncte, in denen die 
Gerade a die E entsprechende Fläche S schneidet. Unter den Flächen 



1) Eine Verallgemeinerung diese« Satzes von Movtar» sehe man oben 6a An- 
merkung *). 
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S gibt es zwei, welche a berühren, das lieisst, et gibt zum Ebenen E, welche 
stationäre Ebenen sind. Jede Fläche S berührt F s in vier Puncten, nämlich 
in denjenigen, in welchen die Raumcurve 0 durch die 6" entsprechende Ebene 
getroffen wird. 

Unter den Ebenen E gibt es ßlnf (171), welche die entsprechende Fläche 
S berühren ; jede dieser Ebenen ist also eine Tangentialebene von F a in drei 
Funden und schneidet diese Flache in zwei Geraden ausser a. Indem mau 
von einer beliebigen solchen Tritangentialebene ausgeht, findet man das voll- 
ständige System der 27 Geraden wieder, wie oben (220). 

223. Wir wollen jetzt voraussetzen, die Ebenen E seien die Polarebenen 
eines festen Punctes p in Bezug auf die Quadriflächen S] dann ist der Ort 
der BerüJtrungscurvcn zwischen den Quadriflächen des Büschels und den um- 
geschriebenen Kegeln vom Scheitel p eine cnbiscJte FlS^e F a , welche durch die 
Basis e des Büschels geht und auch durch den Punct p, wegen derjenigen 
Quadrifläche S, welche durch p geht. Die Ebenen E der BerUhrungscurven 
gehen durch ein und dieselbe Gerade a, welche also auf der Fläche F z liegt. 

In dem Büschel Quadriflächen gibt es vier Kegel , und für jeden der- 
selben zerfällt die Berührungscurve in zwei Gerade, die in einer Ebene durch 
a liegen. Die Fläche S, die durch p geht, wird von der Polarebene von p 
in zwei Geraden geschnitten, die sich in p kreuzen, und deren Ebene durch 
a geht. Wir haben so 10 Gerade erhalten, welche paarweise in Ebenen 
liegen, welche durch a gehen. 

Indem wir die beiden in p gekreuzten Geraden betrachten, sehen wir 
jede in zwei Puncten auf der Raumcurve o aufstehen, und durch die Gerade, 
welche sie verbindet, kann man vier Tangentialebenen von 0 ziehen. Jede 
dieser Ebenen berührt in demselben Puncte, in dem sie 0 berührt, auch die 
Fläche F v weil die Gerade, welche p mit dem Berührungspuncte verbindet, 
in dem letztern Puncte F 9 berührt, und mit der Tangente von C die Tan- 
gentialebene von Fj bestimmt. Jede dieser Ebenen ist also dreifache Tan- 
gentialebene und schneidet folglich F s in zwei neuen Geraden. Wir erhalten 
so 2.4.2—16 Gerade, welche mit den 10 schon erhaltenen und mit a zu- 
sammen das System der 27 Geraden vervollständigen. 

224. Wir wollen ein lineares Ehenensystem dem Systeme der Puncte 
des Raumes projectivisch nennen, sobald einem beliebigen Puncte jt eine ein- 
zige Ebene A' entspricht, und umgekehrt jeder Ebene A" ein einziger Punct 
7; wenn ferner den Pnncten x einer Ebene A*' die Ebenen A eines Netzes 
entsprechen, welche durch ein und denselben Punct jr' gehen, und folglich 
den Puncten % einer Geraden die Ebenen A eines Büschels. Umgekehrt ent- 
sprechen den Ebenen A eines Büschels die Puncte r einer Geraden, und 
den Ebenen A, welche durch einen Punct jr' gehen, die Puncte jr einer Ebene 
A\ Die Puncte t' und die Ebenen A' bilden zwei neue projectivische 
Systeme. 
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Man habe drei lineare Ebenensysteme, die sowohl unter sich als auch 
mit dem Systeme der Puncte des Raumes projectivisch sind, in der Art, d&as 
jedes der vier homologen Elemente X tf X ft X 9t x die drei andern eindeutig 
bestimmt. Es sei je' der gemeinschaftliche Punct der drei Ebenen X v A"„ X r 
dann bestimmen sich die Puncte je, je' einer aus dem andern eindeutig ; denn 
wenn je' gegeben ist, so geht durch diesen Punct im Allgemeinen ein einziges 
Tripel entsprechender Ebenen X x , A' 3 , A', , denen ein einziger Punct je ent- 
spricht (er entsteht durch den Durchschnitt der drei Ebenen X' lt X' t , X' p 
welche dem Puncte je' entsprechen). Man kann je und je' als homolog« 
Puncte zweier projeetivischer Räume auffassen, und wir wollen die Curven und 
Flächen zu bestimmen suchen, welche in einem dieser Räume den Geraden und 
Ebenen des andern ensprechen. 

Durchläuft je eine Ebene E, so erzeugt jede der Ebenen X ein Netz; 
man erhält so drei projectivische Netze, von denen drei entsprechende Ebenen 
sich in je' schneiden. Der Ort von je' ist also (127) eine Fläche F t dritter 
Ordnung. Daraus folgt, dass die Puncte dieser Fläche ansein den Puncten 
der Ebene E entsprechen. 

Alle eubischen Flächen F v entsprechend den Ebenen E des ersten Raumes, 

hild&n ein lintarrv Suxtem and oehen durch dirjielhp li.aiinwu.tt>* Je dpr nes-Jutten 

Ordnung (136), Ort eines Punctes, durch welchen drei entsprechende Büschel 
von Ebenen X hindurchgehen. Also entspricht einem beliebigen Puncte je' von 
k anstatt eines einfachen Punctes je eine Gerade x. 

Beschreibt je eine Gerade, dann bilden die Ebenen A* drei projectivische 
Büschel; folglich (122), ist der Ort von je' eine eubische Raumcurve. Diese 
Curve bildet mit k zusammen den vollständigen Durchschnitt zweier Flächen 
F z , welche zwei Ebenen E entsprechen, welche durch die gegebene Gerade 
gehen. 

Eine Gerade und eine Ebene des ersten Raumes haben einen Punct je 
gemein; der Punct je*, welcher ihm entspricht, muss auch auf eine einzige 
Weise aus dem Durchschnitte der Curve und der Fläche, welche bezüglich 
der Geraden und der Ebene entsprechen, sich ergeben. Diese Curve und 
Fläche sind aber beide von der dritten Ordnung, und haben also neun Puncte 
gemein. Von ihnen gehören (121) acht der Curve k an, und der neunte ist je*. 

Daraus, dass die eubische Raumcurve, die einer beliebigen Geraden ent- 
spricht, k achtmal trifft, folgt, dass diese Gerade von allen Geraden x ge 
troffen wird, welche den acht Puncten je' von k entsprechen. Das heisst, 
die Geraden x des ersten Raumes, welche den Puncten der Raumcurve k ent- 
sprechen, bilden eine Fläche achten Grade*. 

Drei Ebenen E schneiden sich in einem Puncte je, also haben drei Flächeu 
F 8 ausser der Curve k nur noch einen einzigen Punct je' gemein. 

Umgekehrt: Beschreibt der Punct x' im zweiten Räume eine Gerade, 
so erzeugt der Punct je eine eubische Raumcurve, denn der Ort von je wird 
von einer willkürlichen Ebene E in ebenso vielen Puncten getroffen, als die 
gegebene Gerade mit der Fläche F s Durchschnittspuncte hat, welche dieser 
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Ebene entspricht. Ist r' auf einer Ebene E variabel, so erzeugt jr eine 
cubische Fläche F' s ; in der That wird der Ort von je durch eine beliebige 
Gerade in den Puncten getroffen, welche den Durchschnittspuncten der Ebene 
E' mit der Curve entsprechen, welche dieser Geraden entspricht. Und sobald 
der Punct jr der Durchschnitt dreier homologer Ebenen A"', , A"' 3 . X' 3 dreier 
zu dem Systeme der Puncte x' des zweiten Raumes projectivischer Systeme 
ist, so folgt, dass F\ als Ort der Puncte i construiert werden kann, die drei 
entsprechenden Ebenen dreier projectivischer Netze gemein sind. Folglich 
bilden die Flächen E' 3 , welche den Ebenen des zweiten Raumes entsprechen, 
selbst ein lineares System und gehen durch ein und dieselbe Raumcurve k' 
sechster Ordnung. Jedem Puncte jr derselben entsprechen die Puncte x' 
einer Geraden x" 

225. Ks sei x? ein Punct von k, der allen Ebenen A'j, A' 2 , A' s dreier ent- 
sprechender Büschel gemein sei, deren Axen a., a., a, sein mögen; und es sei 
x die Gerade, welche die diesen Ebenen entsprechenden Puncte t enthält, das 
beisst die gemeinsame Gerade der Ebenen A',, A' a , X' r welche »' entsprechen. 
Jedes Tripel homologer Ebenen, die bezüglich durch a v a y a 3 gezogen sind, 
entspricht einem Puncte X von x, in der Art, dass der auf x variable Punct 
X stets den festen Punct x' als homologen Punct hat; unter diesen Tripeln 
gibt es aber drei, von denen jedes aus drei Ebenen durch ein und dieselbe 
Gerade besteht. In der That, der durch die projectivischen Büschel (oj), (a t ) 
erzeugte Kegel (151), und der Kegel, welcher in analoger Weise durch die 
(aj) f (o 3 ) erzeugt wird, haben drei Gerade gemein ausser der gemeinschaftlichen 
Axe a } ; jede derselben ist folglich der Durchschnitt dreier entsprechender 
Ebenen X v X v X 3 . Also besitzt x drei Puncte, von denen jeder einer Geraden 
entspricht , die durch x' geht, oder mit andern Worteu, x steht auf k' in drei 
Puncten auf, denen drei Gerade x' die durch x gehen, entsprechen. Analog 
findet man : Jedem Puncte x von k' entspricht eine Gerade x', die auf k in 
drei Puncten aufsteht, und die Geraden x, weiche diesen Puncten entsprechen, 
kreuzen sich in jr. Das heisst: Trißl eine Gerade die Curve k in drei Puncten, 
so gehen die drei Geraden , welche diesen Puncten entsprechen , durch ein und 
denselben Punct x von k' und bilden für sich allein die der gegebenen Geraden 
entsprechende cubische Vurve , in der Art, dass jedem andern Puncte der- 
selben der feste Punct X entspricht. 

Beschreibt der Punct x' eine Gerade g, so geben die Ebenen A*'j, X' r A", 



i) In dem speciellen Falle, dass A',,A' a ,A' 3 die Polarebenen des Punctes x 
in Besug auf drei feste Quadriflachen sind, haben die Puncte x> X' eine völlig 
reeiproko (tnvolutoruche) Besiehung, und einer Ebene E entspricht, zu welchem 
Räume man sie auch als angehörend betrachtet, eine eüuige Flache f 3 , Ort der 
Pole der Ebene E in Bezug auf die Fliehen des durch die drei gegebenen Quadri- 
Ü&chcn bestimmten Netzes (128). Unter dieser Bedingung fallen auch die Curren 
k' zusammen, und es wurde unnflts sein, die beiden Baume zu unterscheiden. 
Cumo», Ob«rfla«li«D. 12 
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drei j» * tivisehen Biiücheln Entstehung, und folglich ist der Ort von <r, wie 
wir es schon oben (L'24j bewiesen haben, eino cubiscbe Raumcurve, die den 
drei Hyperboloiden gemein ist , welche die drei Büschel zu zwei und zwei 
genommen erzeugen. Diene Curve zerlegt »ich: 1. in einen Kegelschnitt und 
i'ine Gerade y, sobald «/ die Curve /.• einmal trifft; 2. in drei Gerade (zwei 
derselben .r,. y £ , die sich nicht schneiden, werden durch die dritte geschnitten), 
sobald ij die Curve k zweimal triff; .">. in drei < ierade x,. x , x 3 (von dem- 
selben Puncte von k' ausgehend), wenn g die Curve k dreimal schneidet. 
Abstrahieren wir von den Geraden .<•, welche den Puncten von k entsprechen, 
so können wir sagen, das* <Ur Germb-n g tine eulisch' Jiauiueurve , ein Kegel- 
se/.nitt, tiv< Gerade eubr 'in Puuct >:nleprirht, je naehdm, g mit l: 0,1,2,3 
l'ith'-tr ij, tnrin hat. 

Hieraus folgt, dass g, wenn .sie auf der Flache l\ liegt, k wenigstens 
einmal trifft, da die ;/ entsprechende Linie auf der Ebene E liegen mus«. 
welche E. A entspricht. Also: litt rächtet man drei Gerade, die in derselben 
dreifach» n Tainjr„tmUbeue von F g liegen, nu Launen nur folgende zwei Fälle 
nnlrOen: int weder tnjjln die drei Geraden k in je 2 Puncten. oder sie treffen 
diene Gurre b» Aujlich in 1,2,3 Puncten. 

22»*. Ks sei /'„ die cubiscbe Fläche, welche einer gegebenen Ebene E 
entspricht; diese Ebene schneidet die Raumcurve k' in sechs Puncten 
□ a 2 , a r a 4 . a 5 , a tt , welche wir Fundamental puncte nennen wollen. Betrachten 
wir nun diese Puncte als ebensoviele Lagen von r, «o liegen die *ec/is entsprechen- 
dm Geradm .* ' — « a, a y a v a & , u f {Orte der homologen Puncte r') auf F 3 
m,d title,, jrde auf k iii drei J'itneliit auf. Man sieht auch leicht, dass den 
verschiedenen Puncten der Geraden die Puncte der Ebene E cut sprechen, 
welche dem Fundanuntalpuncte o /y unendlich nahe sind, das heisst, dass die 
Reihe der Puncte x' auf <* /t dem Büschel von Geraden projectivisch ist, 
welche in der Ebene E durch gehen. 

Die übrigen Geraden von F 3 treffen k entweder in zwei oder in einem 
Puncte, und entsprechen also bezüglich geraden Linien oder Kegelschnitten 
in der Ebene E (22üi. Im ersten Falle muss die (ierade in E ebenfalls 
zweimal k' treffen. Nun gibt es in der Ebene E fünfzehn Gerade, die mit 
dieser Raumcurve zwei Puncte gemein haben, nämlich: 
0i o ;i , a 3 o, . a,o Jf a^, a, ; a 4 , a,a ;> i a,^, 0,0,,, o,o c , a t a 4 , a^a 6 . a t a it a 3 a i , a,a 6 , o 3 o B 
und uitfuill ul*o auch fünfzehn Gerade: 

C W • ''\f 'V.i, " r i.4' C ii' 'l4> C 1'j' r iG> r H> 'tt' r KC r 34» C 36 » r 3«' 
< <»< d> ucn jrdr auf k in -trei Puncten aufeteht. 

Die Geraden a p und c ()<t (wo p, a die Indices zweier Fundaraeutnlpuucte 
sind treffen sich in einem Puncte, welcher der Richtimg C^a^, die von a e aus- 
geht, angehört; die Ebene dieser Geraden, trifft folglich F a in einer dritten 
Geraden, die nur einen einzigen Punct mit k gemein hat; wir wollen sie 
durch Off bezeichnen. Dieselbe Ebene trifft die sechs Geraden a, von denen 
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zwei, a p ,a a , durch c pa geschnitten werden, da die entsprechende Gerade 
durch die Puncte o„, a c geht; folglich wird b a ausser a p noch vier andere 
Gerade mit Ausnahme von a a schneiden. Daraus folgt , dass der b a ent- 
sprechende Kegelschnitt durch fünf Fundamentalpuncte geht, mit Ausnahme 
von a a . Also enthalt sechs neue Gercule 

V *3' 4 S> A 4> *5' A «5 

<//e & rmr in je einem Puncte treffen, und den Kegelschnitten 

a20 3 o 4 a 5 a Ä , a^a^a,, a , a 2 a 4 o 4 a 6 , ajC4a 8 a & a 6 , a^a^«,, OjO^OjO^j 

entsprechen, welche man durch die Fundamentalpuncte zu je fünf genommen 
beschreiben kann. 

227. Das sind also die 27 Geraden der Fläche F a . Nach dem Vor. 
hergehenden (225) enthält jede dreifache Tangentialebene entweder eine Ge- 
rade «. «ine Gerade b und eine Gerade c oder drei Gerade und folglich liegen 
zwei Geratie « oder zwei Gerade /> niemals in ein und derselben Ebene. 

Trifft eine Gerade b oder c die Gerade a p , so muss der entsprechende 
Kegelschnitt von b oder die entsprechende Gerade von c durch den Funda- 
raentalpunct a p gehen. Also treffen sich zwei Gerade a p , b 0 immer, sobald 
die Indices p, a verschieden sind, und treffen sich nicht, wenn sie denselben 
Index haben. Jede Gerade a p trifft ausser den fünf Geraden b mit anderm 
Index die fünf Geraden c pa , welche einen Index haben, der gleich p ist. 

Haben zwei Linien auf E einen gemeinschaftlichen Punct x, so haben 
die entsprechenden Linien auf 1\ den homologen Punct t' gemein; gehen 
aber die ersten Liuien zugleich durch einen Fundamentalpunct a^, so zeigt 
das nur an, dass die Linien auf F 3 beide durch die Gerade a p in den Punctea 
getroffen werden , welche den Richtungen der ersten Linien im Puncte 
entsprechen. 

Es folgt hieraus, dass zwei Gerade c, und ebenso eine Gerade b und 
eine Gerade c sich treffen, wenn die entsprechenden Linien einen von den 
sechs Fundamentalpuncten verschiedenen Durchschnittspunct haben. Die Ge- 
rade b a trifft al«o alle Geraden e die einen Index p haben; wui zwei Geratie 
c schneiden sich, wenn alle Indices derselben verschieden sind. 

Es ist jetzt sehr loicht, die 45 Combinationen von je drei Geraden zu 
finden, welche in derselben Ebene liegen. Die Ebene, welche durch a p und 
b a yela, enthält auch c p<r> und letztere Gerade lieyt auch in der Ebene a a b p , 
denn die Symbole c pa und c ap drücken ein und dieselbe Gerade aas, nämlich 
die, welche der Geraden entspricht, die durch die Puncte a„, geht. Etuilich 
sind drei Gerade c in einer Ebene, wenn ihre Indices alle sechs Zahlen 1,2, 3, 4, 5, 6, 
enthalten. 

Wir geben hier eine Zusammenstellung der fünfundvierzig Tripel vou 
Geraden, welche in den dreifachen Tangentialebenen liegen. 
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a b c 
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0 C <* 
t 16 t 24 85 



c c c 

16 25 34 



228. Man zieht hieraus mehrere interessante Bemerkungen. Zum Bei- 
spiel : Zwei Gerade, die nicht in derselben Ebene liegen, wie <i,, 6,, irm/en ron 
t/<« nämlichen /du/ Geraden geschnitten (t* 14 , c J3 , e J4 , r J5 , c, ö ). Unter den 
andern zwanzig Geraden gibt es fünf, welche nur a t schneiden, fünf, welche 
nur schneiden, und zehn, welche weder die eine noch die andere Gerade 
a v b l treffen. 

Drei Gerade, welche sich nicht schneiden, wie a y a p « 3 , werden durch die 
nämlichen drei Geraden (b A , b & , * 6 ) getroffen, und es gibt sechs Gerade 
(a 4 , a tj , a t , r M , c w , c ift ), welche weder a, noch a s noch Oj schneiden. 

Vier Gerade, welche sich nicht schneiden, wie a^,a^,a^,a^ f werden von 
zwei Geraden getroffen (b & , b & ), und werden von drei Geraden nicht geschnitten 

Zwei Systeme von je sechs Geraden, wie 

°i ' °2 ' ö 3 ' °4 ' a i » °6 

in denen je zwei homologe Gerade sich nicht schneiden und zwei nicht homo- 
loge Gerade sich stets schneiden, bilden das, was man nach Scni.ÄFi.i J ), 
ein Doppelsechs nennt. Fün/ Gerade, wie «, , « s , a 3 , a^, a & , welche d*m- 
selbtn Sechstup el angehören, werden von einer einzigen Geraden (b.) ge- 
schnitten und eine andere Gerade (o c ) trifft sie nicht. Aber /ün/ Gerade, 
welche, ohne sich zu schneiden, nicht demselben Sechstupel angehören, wie 
a \ » a 2 ' °3> a i * c 5«' tcertlen vo,{ GcraiUn {b b , bj geschnitten , nnd es 

gibt keine Gerade, welche nicht eine oder die andere dieser fünf Geraden 
schnitte. 

229. Die Erzeugimgsweise, welcher wir uns für die Fluche F t bedient 
haben, hat uns ganz natürlich auf das Doppelsechs geführt, welches aus den 



1) An attetnpt to determine the tweniy-sevtn lines upon a sur/aee oj the third 
vrder etc. (CJuarterh Journal of Mathematics. T. II., iSoS). 
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Geraden a, b gebildet ist. Man kann aber die 27 Geraden noch nnf andere 
Weise verbinden, um dadurch ein Doppelsechs zu bilden. Ein Doppelsechs 
ist durch «m homologe (iercuh, wie <i, , b % , bestimmt, denn die fünf Geraden, 
welche A, schneiden ohne «ij zu treffen, und die fünf Geraden, welche a, 
treffen ohne b l zu schneiden , vervollständigen die beiden Sechstupel des 
Doppelsechs. Daraus lässt sich die Zahl der Doppelsechs ableiten, die man 
aus den 27 Geraden bilden kann. Jede dieser Geraden wird von sechszehn 
andern Geraden nicht getroffen; es gibt also 21 ~- Cerndenpnarc , welche 
sich nicht treffen. .Jede» Paar bestimmt ein Doppelscchs; jedes Doppelsech« 
enthält aber sechs homologe Geradenpaare; also int die Zaid der Doppelscchs 

uich rill 6 _ 36. Hier eine Tabelle dieser sechsunddreissig Doppelsechs : 
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230. Wir haben gesehen, dass der Ort de« drei entsprechenden Ebenen 
dreier projectivischer Netze von Ebenen gemeinschaftlichen Puncte« eine 
Fläche dritter Ordnung ist, deren Puncto einzeln den Puncten einer festen 
Ebene entsprechen. Umgekehrt kann man beweisen, dass eine beliebige (all- 
gemeine) Fläclie 7-j dritter Ordnung durch drei projectivische Ebmennelze er- 
zeugt werden kann (und zwar auf unendlich viel verschiedene Arten) 

Seien a l ,a, J ,a 3 drei Gerade der gegebenen Fläche die eich nicht 
schneiden (221). Eine beliebig durch a x gezogene Ebene A v und eine zweite 
Ebene A. t durch o 2 gezogen , treffen 7*' 3 in zwei Kegelschnitten , die einen 
Punct gemein haben, (denn die Puncte, in welchen die Gerade Ay\ t die 
beiden Kegelschnitte schneidet, müssen die drei DurchNchnittspuncte dieser 
Geraden mit F 3 darstellen); durch diesen Punct und durch « 3 legen wir 
eine Ebene A y Man erhält so drei Ebencubüschel, welche unter sich die- 
jenige Beziehung haben, welche Auui>t a ) duploprojcctivinch nennt; das 
heisst: Nimmt man in zwei Büscheln beliebig je eine Ehene an, so ist die 
entsprechende Ebene des dritten Büschels auf eine einzige Art bestimmt. 
Die Fläche Fj ist der Ort des drei entsprechenden Ebenen gemeinsamen 
Puncte«. 

Eine Tritangentialebene, die durch <i, gelegt ist, trifft a q und n 3 in zwei 
Puncten, welche den beiden Geraden der Fläche F 3 angehören, welche die Ebene 
ausser a. enthält. Es gibt nun zwei mögliche Fälle: Entweder die dreifache 
Taugcntialebene enthält eine Gerade, welche und a 3 schneidet, und eine 
andere, welche weder a f noch a $ trifft : oder aber sie enthält zwei Gerade, 
deren eine « 2 schneidet und die andere a y Es gibt (221) drei Gerade, 
welche a l , « 2 und <» 3 schneiden , also ist die Zahl der Ebenen zweiter Art 
gleich zwei. Es seien b 3 ,c J3 ; e i2 ,b t die in diesen Ebenen enthaltenen Ge- 
raden, und zwar seien b 3 ,c n durch a £ geschnitten und die andern durch 
fl a . Die Geraden * 2 ,« 3 treffen b i ,a <} nicht, und es liegt also die Gerade 
Cjj, welche den Ebenen b $ u s , 6 3 « 2 gemein ist, auf der Fläche. Ebenso 
treffen sich die Ebenen e, 2 <' 2 , <? 13 « 3 in einer Geraden 1> X der Fläche. Man 
bezeichne die sechs Ebenen 

o,Vi2' a iVi3> a A f *8' a A c i»> w *Vw "oVss 
bezüglich durch die Buchstaben 

»l X' • Ar, JL' • JL JL> 

Den Ebenen A>,,4b' 2 entspricht (bei duploprojectivischer Beziehung) eine 
unbestimmte Ebene durch a 3 , denn diese beiden Ebenen schneiden sich in 
einer Geraden der Fläche. Ebenso entspricht den Ebenen JL, , A' 3 eine be- 
liebige Ebene durch a a ; u. s. w. 



•) Man abstrahiert hierbei ron der RealitAt der in Betracht kommenden Element«. 
») Üxsfjuisitione$ dr mperfieiehu* lerfü ordhii» (Dissert in»ug. ; Beiolini 1*02) 
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Es sei E eine feste Ebene und mit, nl, Im drei in dieser Ehen* ge- 
zogene Gerade. Man nehme an, die Gernde mn sei dem Büschel (a^, d. h. 
dem Büschel, dessen Axe <ij ist, projectivisch (homographisch) getheilt, in 
der Art, dass den Puncten m, n, I 0 die drei Ebenen A >1 , .*>',, -1°, entsprechen; 
ebenso sei die Gerade nl dem Büschel (" a ) so projectivisch getheilt, dass 
den Puncten n, I, t» 0 die Ebenen »l> 2 , »V,, .-I', entsprechen; und die Gerade 
Im so projectivisch dem Büschel (<iA dass die Puncte l, m, den Ebenen 
•V> 3 , »lo'j, A° 3 entsprechen, und man nehme ausserdem noch an, da« die Ebenen 
A 0 t , J° 2 , A\ in der du|»loprojectivischen Beziehung sich entsprechen (das 
heisst, dass sie sich in einem Puncto jr' 0 von fj schneiden), und dass die 
Geraden l( 0 ,mm 0 ,ntt n in demselben Puncte x 0 von E zusammenlaufen. 

Nun gibt ein beliebiger Punct r der Ebene E mit den Puncten 1, m, n 
verbunden drei neuen Geraden Entstellung, welche mn, nl, im in drei neuen 
Puncten I, nt, It treffen; diesen Puncten entsprechen dann in den Büscheln 
(Oj), (o 3 ), (« 3 ) drei Ebenen .1, , J Jf .I 3 , deren gemeinsamer Durchschuittspunct 
%' sei. Was ist dann der Ort des Pimctes r'? 

Wenn t ein beliebiger Puuct eiuer willkürlich im Räume angenommenen 
Geraden ist, so kann man durch diesen Pnnct eine Ebene des Büschels (a,) 
und eine des Büschels (« 3 ) legen. Die tntsprechende Ebene des dritten 
Büschels schneidet dann die willkürliche Gerade in einem Ptincte i'. Nimmt 
man aber umgekehrt auf dieser Geraden beliebig den Punct i' au, und lässt 
dadurch eine Ebene des dritten Büschels gehen, su bestimmen die Ebenen- 
paare der beiden andern Büschel, welche man als entsprechend betrachten kann, 
auf den Geraden zwei homographischer Punctreihen. Jeder der beiden sich 
selbst entsprechenden Puncte dieser Reihen ist ein Punct i, durch den je zwei 
Ebenen der Büschel (<» t ) und (r^) gehen, entsprechend der durch i' gelegten Ebene 
des dritten Büschels. Auf der willkürlichen Geraden gibt es danach dreimal 
den Fall, das» ein Punct t mit einem Puncte i' zusammentrifft, das heisit 
drei Puncte des Ortes; mit andern Worten, der Ort des Pimctes r' ist eine 
Fläche dritter Ordnung. 

Diese Fläche geht durch die drei Geraden <t l ,". i ,<' :r die Axen der 
drei duploprojectivischen Büschel, denn jeder Punct dieser Geraden liegt 
offenbar in drei entsprechenden Ebenen Aber das ist noch nicht genug. 
Wenn die Puncte I, m bezüglich die Lagen l, m annehmen, so wird der Punct 
tt unbestimmt. Nun entsprechen den Puncten m von mn und l von nl die 
Ebenen «l, ,A' 3 der Büschel (»,). i«,,), also ist die Ebene des dritten Büschels, 
welche diesen Ebenen entspricht . unbestimmt. Daraus schliesst man, dass 
die Gerade c ls , die den Ebenen A^.V, gemein ist, vollständig auf dem 
Orte von jr' liegt. Das nämliche Baisonneinent besteht für die andern Ge- 
raden in denen die Ebenen Jt, , »V- 2 . A> s die Ebenen A', , *V 3 , „V, treffen. 
Der Ort von jr' und die gegebene Fläche haben also neun Gerade und 
einen Punct r' 0 gemein, das heisst , de» Ort von r r' fällt mit der Fläche l\ 
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Einem beliebigen Puncto % der Ebene E entspricht auf diese Weise 
ein Punct von F,. Umgekehrt bestimmt ein beliebiger Punct x' dieser Fläche 
drei Ebenen 

T'flj ^ A x , %'a t A if x'a 3 ~ A s , 

denen drei Puncto Auf mit, nl, Im entsprechen. Diese Puncte bezüglich mit 
I, m, n verbunden geben drei im Puncte r zusammenlaufende Gerade. 
Man betrachte die drei Tripel correspondierender Ebenen 

(«,) ,1,, A\, A'\; 

(«,) A of ,1',, A»,; 

(a 3 ) A a , A' 3 , A\ , 

von denen jedes durch die beiden andern, die willkürlich bleiben, bestimmt 
ist. Sind aber diese Tripel einmal gewählt und festgelegt, so kann man sie 
als drei projectivische Netze bestimmend ansehen, worin der eigentümliche 
Umstand statt hat, dass die Ebenen eines Netzes eine Gerade gemein haben, 
anstatt einen einfachen Punct. Mit andern Worten ist A"' x eine neue will- 
kürliche Ebene durch a x und man bestimmt die Ebenen A'" 7 , A'" 3 in der 
Art, dass die Gruppen 

A A' A" A'" A A' A" A'" A A' A" A'" 
1 | \ |> * 2' i 2 2 ' J Z 8 3 3 

projectivisch sind, so behaupte ich, dass A'"^ genau die Ebene des dritten 
Büschels ist, welche den Ebenen A'" x , .1'"., in der duploprojectivischen Be- 
ziehung entspricht. In der That, die Geraden jedes der Tripel von Geraden 

(II, mm, nn), (ir,mm',an';, (tl", mm", nn"; 

laufen in einem Puncte auf der Ebene E zusammen, und die drei Gruppen 
von je vier Geraden 

1(1, 1', IM'"), m(m,nr,tn\m'"), n(n,n', n", n ") 

haben dasselbe Doppelverhältniss, weil sie drei Gruppen von Ebenen A pro- 
jectivisch sind, also schneiden sich die drei Geraden Ii'", mm'", nn " in dem- 
selben Puncto, und folglich gehen die Ebenen A"' x , A'"^ , A"' t durch den- 
selben Punct der Fläche /*',, das heisst, es sind drei entsprechende Ebenen 
•n den duploprojectivischen Büscheln. 

Nachdem wir so die drei duploprojectivischen Büschel in drei projecti- 
vische Büschel umgesetzt haben, als Specialfall dreier projeetivischer Netze, 
können wir auf sie die früher auseinandergesetzte Methode (154) in Anwendung 
bringen; das heisst, wir können, ohne die erzeugte Fläche zu verändern, 
den projectivischen Reihen 

A A' 4" 

A 3 , A 2 , A" 2 

■^3' ^'»' ^"s 

die projectivischen Netze unterschieben: 
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worin drei entsprechende Ebenen im Allgemeinen nicht mehr als einen ein- 
zigen Punct gemein haben (dessen Ort die vorgelegte Fläche ist). Aber es 
gibt sechs Tripel von entsprechenden Ebenen (wie -tj , A\ , A" 3 ), welche 
durch eine Gerade gehen '). 

Auch hier kiinnen wir wieder die Punctc der Flüche einzeln den Puncten 
einer beliebig gegebenen Ebene £ entsprechen lassen. Dazn genügt nämlich 
die Herstellung einer projectivischen (reeiproken) Beziehung zwischen den 
Puncten der Ebene £ und den Ebenen eines der drei Netze, in der Art, 
dass einem Puncte von £ eine Ebene des Netzes und den Puncten einer 
Geraden auf £ die Ebenen eines Büschels in dem Netze entsprechen , und 
umgekehrt. Jedem beliebigen Puncte von £ entspricht nun eine Ebene in 
jedem Netze und folglich ein Punct von 7' 3 , und umgekehrt. 



ABBILDUNG EINER FLÄCHE DRITTER ORDNUNG 



231. Wir haben eben (230) bewiesen, dass jede allgemeine Fläche 
dritter Ordnung F a auf einer gegebenen Ebene E in der Art abgebildet 
werden kann , dass die Puncte t von E und die Puncte %' von F % sich 
eindeutig entsprechen. Daraus folgt aber, dass man auf der Ebene die Geo- 
metrie der Linien studieren kann, die auf tiner Fläche dritter Ordnung ge- 
zogen sind. 

Bei dieser Abbildung entsprechen den 27 Geraden von F. auf E: 1. sechs 
Puncte o,, a 2 , a 3 , a, , a r> , o 6 , die wir Fundamentalpuncte genannt haben; 
2. die sechs Kegelschnitte, welche man durch je fünf der Fundamentalpuncte 
legen kann; 3. die fünfzehn Geraden, welche die Fundamentalpuncte zu awei 
uud zwei verbinden. Die Geraden a, welche den sechs Puncten, und die Ge- 
raden b, welche den sechs Kegelschnitten entsprechen, bilden die beiden Sechs- 
tupel eines Doppclscchs (227). 



') Man beweist dies durch die oben (i?24) angewendeten Betrachtungen oder 
auch mittelst der Methode, welche ScnsoETKa in meiner Abhandlung über die 27 
Geraden benutzt hat {Nachweiss der 27 Geraden auf der allgemeinen Oberfläche 
dritter Ordnung. Grelles Journal, Bd. 63; 1863). 
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Wir wollen nun verglichen, wenigstens in den interessantesten Fällen, 
folgende beiden Fragen aufzulösen: 1. die Natur der Plancurve zu finden, 
welche einer gegebenen Curve auf F. entspricht; 2. zu bestimmen, welche 
Curve auf F 3 einer gegebenen Plancurve entspricht. 

232. Einer beliebigen Ebene £' entspricht eine Fläche dritter Ord- 
nung (224), welche durch die Curve k' geht; also entspricht dem Durch- 
schnitte von /•',, mit il' der Durchschnitt von E mit das heisst: einer 
auf F. gezogenen eubischen Planrurre entspricht auf E eine eubische Curve, 
welche durch die sechs Fundamental punete geht ; und umgekehrt, einer beliebigen 
eubischen Curve , welche durch diese sechs Fundameutalpuncte geht , ent- 
spricht ein ebener Schnitt von F r Zwei eubische Curven durch diese sechs 
Puncto auf E gezogen, schneiden sich in drei neuen Puncten, welche den 
Durchschnittspuncten von F $ mit einer beliebigen Geraden (der Durchschnitts- 
geraden zweier Ebenen «T') entsprechen. 

Berührt C die Fläche /' 3 im Punete r', so hat die entsprechende eubi- 
sche Curve auf E einen Doppelpunct im entsprechenden Punete r. Gehört 
r' der Geraden a p an, so wird r der dieser Geraden entsprechende Funda- 
inentalpunct a p . In diesem Falle enthalt die Ebene C die Gerade a und 
schneidet J'* 3 noch in einem Kegelschnitt, also : Eine eubische Curve, die durch 
die Fundameutalpuncte beschrieben ist, und für welche einer dieser Punete 
ein Doppelpunct ist, entspricht einem Kegelschnitt, der F % und einer Bitan- 
gentialebene gemein ist, welche durch eine Gerade-« geht. Alle analogen 
eubischen Curven, welche den Knoten im nämlichen Fimdamentalpuncte o^, 
haben, bilden ein Büschel. Die Involution der Tangentenpaare im Knoten- 
punete entspricht der Involution der Punctenpaare in denen a p von den Kegel- 
schnitten der Bitangeutialebeiten geschnitten wird . und die Doppelstrahlen 
der ersten Involution entsprechen den Doppel puncten der zweiten; das heisst, 
die beiden ruhischen Curven de* liiischels, für wiche der Doppelpunct a p ein 
Rückhelirpuuct int, entsprechen den beiden Kegelschnitten von F s , welche die 
Gerade a„ berühren. , 

Ebenso findet man leicht: Dem Kegelschnitt in einer Bitangenlialebcne 
welche durch die Gerade c pg geht, entspricht ein Kegelschnitt, der durch vier 
Fundamental punete beschrieben üt, ausgenommen a^,«!,,; dieser Kegelschnitt 
und die Gerade a p <x ff bilden die eubische Curve, welche dem vollständigen 
Durchschnitt der Bitangentialebene entspricht. Dem Kegelschnitt, der in einer 
Bitangentialebcne liegt, welche durch die G<rade b p geht, entspricht eine Gerade, 
welehe durch den Punct a p hindurchläuft. Diese Gerade und der Kegelschnitt, 
welcher durch die übrigen fünf Fundamentalpuncte beschrieben ist. bilden die 
eubische Curve, welche dem vollständigen Schnitte der Bitangentialebene 
entspricht. 

233. Der ilaumcurve C sv , in der /-' 3 von einer Fläche v-ter Ordnung ge- 
schnitten wird, entspricht eine Plancurve die v-mal durch jeden Fundamentalpunci 
geht, wegen der v Punete, in denen die Fläche Mcr Ordnung durch jede der 
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Geraden o geschnitten wird. Diese Plancurve wird von einer beliebig durch 
die Fundamentalpnncte o t , o 2 , a 3 , a t , a s , o 6 beschriebenen cubischen Curve 
in diesen Puncten, welche als <!w Durchschnitte gelten, und in S> andern 
Puncten geschnitten, die denjenigen entsprechen, in welchen C 3 „ von einer 
Ebene getroffen wird. Die Plancurve, welche c av entspricht, ist also von 
der Ordnung S> und dem Geschlecht Ufr'*— 3v + 2 )—<#-]- tr), vorausgesetzt, 
das« die beiden Flächen in *J Puncten eine einfache und in * Puncten eine 
stationäre Berührung haben (5f, 117 . 

234. Sei v = 2. In die? em Falle schneidet eine Quadrirläche die Fläche 
F. in einer Itaumcurve c e , sechster Ordnung und vom O'esehlerJtle 4, welche 
jede der 27 Geraden zweimal trifft. Ihr entspricht auf E eine Plancurve 
von derselben Ordnung, welche zweimal durch jeden der Pitncte o,,..,o fi 
geht. Diese Curve kann noch ausserdem vier Doppelpuucte haben, also kann 
eine Quatlrißäe/ie die Fläche F & höchsten« in vier Puncten berühren, ohne dost 
die Lhirchsehnittseurve sieh in niedere Curren auß'-st. 

235. Geht die Quadrirläche durch Gerade von F 3 , z. B. durch , so 
zerfällt die Curve C ö4 in zwei Theite, deren zweiter eine Cum ■ C & 2 der fünften 
(Ordnung und vorn G (schlechte 2 ist. "Während b y dem Kegelschnitt 
Q 2 o 3 o 4 a i o 6 entspricht, entspricht der Curve c fl ., eine Plancurve Qi 3 a2 Q 3 a 4 a 6 a 6 
(das heisst, die zweimal durch Oj geht und einmal durch o 2 , Q 3 , . • , a 6 ) der 
vierten Ordnung. Diese Plancurve trifft (ausser in den Fundamentalpuncten) 
den Kegelschnitt o^a,«^ in drei Puncten. die andern Kegelschnitte 
a,a 3 o 4 a 5 o ri . .. . in zwei Puncten, die Geraden a,a, , . . • , o,o s in einem Puncte 
und die andern Geraden a.a., , . . . , a.a~ in zwei Puncten, und also trifft die 
Ranmcurvc C^., dreimal die Gerade zweimal die Geraden a ]t b 2 , b t , . ., 
^6 ' c w C H ' • « ' 's« lUK ' mir ''''"mal die Geraden ; " 6 • c j>. ••■> c „.- 

Wenn die Quadrirläche, statt dureli b { zu gehen, durch eine Gerade c, 2 
oder eine Gerade a { geht , so erhält man eine Plancurve fünfter Ordnung 
o 1 a 2 a 3 2 o 4 ' i fl s J a e 2 oder eine Plancurve sechster Ordnung a 1 3 a. J ' i o 3 2 o 4 :f o 6 2 o fi 2 , die 
immer einer Kaumcurve entsprechen, welche C..> analog ist. 

Jede Gereule auf F. bestimmt auf dieser Fläche ein System zu C 6J ana- 
loger Curren. Alle Curven eines Systems treffen dieselbe Gerade dreimal. 
Jede Cum eine» gegebenen Systems ist durch sechs Puncte bestimmt, denn 
die Plancurve a,^,^^ kann durch sechs beliebige Puncte gehen. Zwei 
Curren desselben System« schneiden sieh in sieben Puncten \ zwei Curven aus 

| die «ich nicht treffen | 

verschiedenen Systemen entsprechend zwei Geraden, ^ t( . e g en j» 
( acht» 

nahen \ ) Puncto gemein. 
IncnnJ ° 

236. Geht die Quadrirläche durch zwei Gerade, die nicht in derselben 
Ebene liegen, wie b J ,h } , so schneidet sie 2' 3 nochmals in einer Raumcurve 
C 4U n'trtrr Ordnung und rem Grsddtchfc 0, die nicht der Durchschnitt 
zweier Flächen zweiter Ordnung ist. Die gegebene Quadrirläche hat in der 
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That zwei Systeme geradliniger Gencratrixen; das eine gebildet aus Goraden, 
welche b } und i a schneiden, das anderen, aus Geraden, die weder b l noch b 3 
treffen. Nun trifft jede Generatrix des erstens Systems F„ in zwei Puncte der Ge- 
raden b. , b„ und also C 4 0 in einem einzigen Puncte, welcher der dritte Durch- 
schnittsputict mit der Fläche ist. Dagegen trifft jede Generatrix des andern 
Systems F^ (ausserhalb Aj , b.j) und folglich auch C 40 in drei Tuncten. Es 
gibt daher keine andere Quadriflächc , die durch c 4fi geht, weil die Durch 
schnittscurve zweier Flächen zweiter Ordnung jede geradlinigo Generatrix 
jeder der Quadrirlächen, welche durch diese Cnrven gehen, in zwei Puncten 
schneiden inuss. ') 

Der Curve c 4 0 entspricht auf K ein Kegelschnitt, der durch die Puucte 
o, , o., geht, und mit den den Geraden *,,i 2 entsprechenden Kcgelschnitteu 
eine Curve «i 2 o./a 3 *a 4 *a 5 *a 6 a der sechsten Ordnung bildet. Aus den Durch- 
schnittspuneten des Kegelschnitts 0,0, mit den entsprechenden Curven der Ge- 
raden von F 3 beweist man, dass die Curve c 40 die Geraden b l ,b 3 in drei 
Puncten, die zehn Geraden A 3 , b 4 , b b , A 6 , c M , c^, . .., c K in zwei Puncten, 
und die zehn Geraden a l ,a i , c, 3 , c M , c w in einem einzigen Puncte 
schneidet. Die fünf noch übrigen « 8 , a 4 , a fi , o 6 , c, 3 werden von C 40 gar 
nicht getroffen. Daraus, dass durch die Puncte o,, o a und drei beliebige 
andere Puncte der Geraden E nur ein einziger Kegelschnitt geht, folgt, 
dass durch drei gegebene Puncte von F, sich nur eine einzige Itaumcurve 
vierter Ordnung und vom Geschlechtc 0 legen lagst, welche durch zwei gege- 
bene Gerade der cubiscJien Fläche, die nicht in derselben Ebene liegen, drei- 
mal getroffen werden soll. 2 ) 

Lässt man die Quadriflächc durch Aj und c 2J oder durch c y , und c J$ 
oder durch a, und b, oder durch a, und c„. oder endlich durch a, und a» 

11 IM 1 3 

gehen, so erhält man auf der Ebene E bezüglich eine Curve o^o^a^a. dritter 
Ordnung, oder eine Curve a 2 a 3 a 4 *a 5 s o 6 2 der vierten Ordnung, oder eine Curve 
8 i Sa 2 fl 3°4 a 5 B 6 dcr Herten Ordnung, oder eine Curve a^a^W^ fünfter 
Ordnung, oder endlich eine Curve ^a^a^a^a^' der sechsten Ordnung, 
denen auf F 3 stets eine zu c 4 0 analoge Curve entspricht. 

237. Wenn die Quadriflächc die Fläche F i 'm einein Kegelschnitte schneidet, 
der z. B. in einer Ebene liegt, die durch a, geht, so haben die beiden Flächen 
ausserdem noch eine Raurncurve c 4 , vierter Ordnung und vom fieschlechte 1 ge- 
mein, die von jeder Geraden zweimal geschnitten wird, welche auf der Quadri- 

1) Die von Stbinkb in Betreff dieser Raurncurve gegebenen Satse sind schon 
mit mehreren anderen geometrisch bewiesen in einer Abhandlung des Verfassers in 
den Anoali di Matematica, T. 4; p. 71. 

*) Zwei Kegelschnitt«, welche durch a i , 0 2 gehen, schneiden sich in zwei weitern 
Puncten , folglich schneiden sich auch »wei Curven vierter Ordnung und vom Ge- 
schlechte 0, die auf F s gezogen sind und dieselben twei Oeraden (»j,*,) drei- 
mal treffen, in awei Puncten. 
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fläche liegt; denn diese Gerade hat mit dem Kegelschnitt eineu Punct gemein, 
und trifft also die eubische Fläche noch in zwei weiteren Puncten. Jede 
durch die Gerade a l gelegte Ebene schneidet F s in einem Kegelschnitte, 
der mit o 4 ( vier Puncto gemein hat; durch diesen Kegelschnitt und durch 
C 4jl kann man also eine Fläche zweiter Ordnung legen. Die Curve 0 4 1 ist 
daher die Basis eines Büschels Quadriuachen. 

Der Curve c, , entspricht auf E eine Curve a„a„a.a.a a dritter Ordnung, 
(da der Kegelschnitt als entsprechende Curve eine eubische Curve tt 1 2 °a a 3 a 4 a 6 a e 
hat); folglich trifft die Raumcurve c 4 , die Gerade nicht; sie trifft die 
zehn Geraden A a , . .., 6 6> e, 3 , .. ., e, 6 in je zwei Puncten und die sechszeho 
noch übrigen in je einem Puncte. 

Die zehn Geraden, welche die Raumcurve zweimal schneidet, werden 
auch durch die einzige Gerade, welche der Curve nicht begegnet, getroffen. 
Alto enthält F s 27 Systeme von Curvtn c, j ; die Curven ein und desselben 
Systems werden nicht von derselben Geraden getroffen. Vier PuncU be- 
stimmen eine Curve eines gegebenen Systems. Zwei Curven desselben System» 
haben vier Puncte gemetn, zwei Curven aus verschiedenen Systemen dagegen 
schneiden sich in fünf Puncten. 

Vertauscht man die Gerade a. mit einer andern , so kann man andere 
Plancurven von höherer Ordnung erhalten (aber sie sind immer vom Ge- 
schlecht 1), die zu C 41 analogen Raumcurven entsprechen. 

238. Die Durchschnittscurve von F s mit einer Quadrifläche kann auch 
in zwei eubische Raumcurven C 80 zerfallen; entspricht davon die eine einer 
beliebigen Geraden (224) in E, so entspricht die zweite einer Curve 
Oj'a 2 ! o 3 J a 4 2 o 5 J fünfter Ordnung. Die Untersuchung dieser Plancurven lässt 
augenblicklich erkennen, dass eine eubische Raumcurve , (die auf F^ liegt) 
sechs Gerade zweimal trifft, sechs andere Gerade nicht trifft und die übrigen 
in einem Puncte schneidet. Die beiden Gruppen von je sechs Puncten sind 
die conjugierten Secltstupel desselben Doppelsechs, in der Art, dass jedes 
Doppelsechs zwei conjugierte Systeme eubischer Raumcurven bestimmt, in denen 
jede Curve zweimal die Geraden des einen Sechstupel trifft und die Geraden 
des andern Sechstupel nicht schneidet. Zwei eubische Raumcurven, welche 
durch dieselbe Quadrifläche. entstehen, ge/tören stets zwei conjugierten Systemen 
an, und umgekehrt, und treffen sich in fünf Puncten. Zwei eubische Raum- 
curven desselben Systemes haben einen einzigen Punct gemein. 

239. Wir wollen jetzt die Curven betrachten, welche aus dem Durch- 
schnitt von F z mit einer andern Fläche F* derselben Ordnung entsteht. Im 
Allgemeinen ist dieser Schnitt eine Raumcurve neunter Ordnung, welche jede 
der 27 Geraden dreimal trifft. Die entsprechende Plancurve ist von der- 
selben Ordnung und geht dreimal durch jeden Fundamentalpunct. Daraus 
folgt, dass diese Curve ebenso wie die Raumcurve vom Geschlecht 
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wf. Die Flancurve kann höchstens noch andere zehn Doppelpuncte haben, 
rt/*o können sich zvri cuhische Flachen höchstens in zehn Puncto berühren, 
ohne dasa ihre iJurchxchnittsrurve steh in niedere Curven stallet. 

Drei eubische Uaumcurven bilden den Durchschnitt von F z mit einer 
eubischen Flüche, wenn ihre entsprechenden Flaneur ven zusammen eine Linie 
a i 3a 8 3a 3 3a 4 3a 5 3 °ö :! ,,en " ,tr Ordnung bilden: dergleichen eubische Baumcurvon 
sind zum Beispiel die, welche einer beliebigen Geraden und zwei Curven 
"l'WVA nntl a i ö j 0 3 0 4* a 5 2a f. 2 vierter Ordnung entsprechen. 

Unter derselben Bedingung können zwei Raumcurveo vierter Ordnung 
und eine Gerade die h\ und gemeinschaftliche Curve bilden. Sind die 
beiden Uaumcurven vom Geschlecht«; 0 ohne Doppelpunct ')> RO schneiden 
sie »ich in acht Functen und trelTen jede die Gerade zweimal. Sind beide 
Uaumcurven vom Gcschlcchte 1 -), so gehören sie zwei Systemen an, die zwei 
in derselben Ebene liegenden Geraden entsprechen-, die dritte Gerade dieser 
Ebene ist diejenige, welche den Durchschnitt beider eubischen Flüchen vervoll- 
ständigt. Die beiden Uaumcurven schneiden sich in sechs Functen, und jede 
von ihnen trifft die vervollständigende Gerade zweimal. Ist endlich vou den 
beiden Curven die eine vom Geschlechte 0 ohne Doppelpunct , die zweite 
vom Geschlechte 1 3 >, so schneiden sie sich in sieben Functen, und die Er- 
gänzungsgerade trifft die erste Curve in drei Functen und die andere in 
einem einzigen. 

Unter derselben Bedingung kann der Schnitt von 7' 3 und /** sich aus 
einer Kaumcurve vierter Ordnung, einer eubischen Uaumcurve und einem 
Kegelschnitt zusammensetzen (oder zwei Geraden, die selbst nicht in einer 
Ebene zu liegen brauchen). Wir haben aber hier nicht die Absicht, uns 
bei allen Specialfällen aufzuhalten. 

Angenommen 7g und F" z hätten die Raumcnrve C rj2 gemein (229). 
welche einer Flancurve Oi 2 o.,0j0 4 0r ( fl c vierter Ordnung entspricht, dann schneiden 
sich die beiden Flächen noch ausserdem in einer Kaumcurve vierter Ordnung, 
deren entsprechende Flancurve eine Curve n^Ja^a^a^a^ fünfter Ordnung 
ist; also ist die zweite Uaumcinve vom Geschlechte 1. Daher können 
zrcei Raumcuricn c 5>s und , den Durchschnitt von F 3 mit einer andern eubi 
sehen Flärhc bilden, trenn nur die Systeme (235,237), denm sie anyeliören, 
derselben Geraden entsprechen; das heisst unter der Bedingung, dass die erste 



!) Z.B. diejenigen, welche der eubischen Curve 0,O 4 a ft a 6 2 und der Curve 
0, 5 0. J 2 a 3 2 O^Or, vierter Ordnung entsprechen; die Gerade ist 6,. 

i) Z. B. die , welche einer eubischen Curve a t a a a.a,a, und einer Curve 

l Z o 4 o 

a 1 2 0 2 fl 3 0 4 O ft 0 6 2 vierter Ordnung entsprechen ; die Eigftnzungagorade ist b y . 

3) Z.B. diejenigen, welche zwei Curven aja^*****, ViV^V 1 « vier,er 
Ordnung entsprechen; die Erganzungsgerade ist hier c . 
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Raumcurve diejenige Gerade in drei Puncten schneidet, welche die zweite Curve 
nicht trifft. Die beiden Raiimcurven haben acht Puncte gemein. Aber es 
ist nicht möglich, das» zwei Curven 0 6 „ und c, 0 (ohne Doppelpunct) gleich- 
zeitig auf zwei Flächen dritter Ordnung liegen. 

Als Specialfall de» Vorhergehenden kann der Schnitt der Flächen F r F$ 
zusammengesetzt sein an» einer Curve C J2 , einer cubischen Raumcurve und 
einer Geraden, die von jeder Curve zweimal getroffen wird. Diese letztern 
haben sechs Puncte gemein. 

240. Man kann aber auch noch andere Raiimcurven fünfter Ordnung 
betrachten, die von c,,,, verschieden sind. In der That, geht F* durch ein» 
Gerade nnd durch eine eubische Raumcurve, die auf F s liegen, so wird der 
Schnitt durch eine Raumcurve fünfter Ordnung vervollständigt, welche (239) vom 
Geschlecht 2 ist, wenn die Gerade und die eubische Raumcurve zwei Puncte 
gemein haben. Sehneidet aber die Gerade die cubiäche Raumcurve nur einmal 
oder gar nicht, so erhält man Rauincurveu von niederem Geschlecht. 

Der erste Fall tritt z. B. ein , wenn die Plancurve sechster Ordnung, 
die dem vollständigen Schnitte von und F* entspricht, aus dem Kegel- 
schnitt o 2 o 3 o 4 o 5 a c (der der Geraden 6, entspricht), einer Curve vierter Ord- 
nung a, 2 o 1 2 » 3 3 <* t a 6 a 6 (die einer cubischen Raumcurve entspricht, die auf Aj 
in einem Puncte aufsteht) und einer cubischen Curve a 1 < , 4 B . i < , c zusammenge- 
setzt ist. Der letzteren entspricht also eine Raumcurve 0 5 x fünfter Ordnung 
und vom Geschleckte 1, welche die eubische Raumcurve in neun Puncten und 
die Gerade in drei Puncten trifft. Man erhält dieselbe Curve o 6 , , wenn die 
beiden cubischen Flächen une Curve C 40 gemeiu haben, die beiden Raum- 
curven haben dann zehn Puncte gemein, und die erste Raumurve trifft diejenigen 
Geraden in 0, 1, 2, 3 Puncten, welche die andere bezüglich in 3, 2, 1, 0 
Puncten schneiden. 

Man erhält den letzten Fall, wenn z. B. die Plaucurve sechster Ordnung 
in folgende drei Linien zerfällt: deu Kegelschnitt a^a^o,,, der der Geraden 
A, entspricht; eine Curve ai' 2 ^ 2 ^ 2 ^ 1 ^ 2 *« 2 fünfter Ordnung, Bild einer 
cubischen Raumcurve, die mit der Geraden 6, keinen Punct gemein bat; 
endlich einen Kegelschnitt der durch deu Punct o, geht , und dem folglich 
tine Raumcurve C 80 fünfter Ordnung und vom Geachltchte 0 entspricht. 
Diese Raumcurve schneidet die eubische Raumcurve in acht Puncten, 
die Gerade b x in vier Puncten, die Geraden 2> 2 ,...,l> 0 in drei Puncten, die 
Geraden f^,---,^ zwe ' ^ uncten > tM 8 Geraden OpCy,..,,^ in nur 
einem Puncte und die andern Geraden a 2 ,...,o 6 iu keinem Puncte. 

Von den drei Raumcurven C 48 ,C 51 ,C 60 fünfter Ordnung liegt nur die 
erste auf einer Quadrifläche. Sie hat vier' scheinbare Doppelpuncte (d. h. 
durch einen beliebigen Punct deß Raumes kann man vier Gerade ziehen, 
welche die Curve zweimal treffen), dagegen hat die zweite deren fünf und 
die dritte sechs. Die dritte ist die einzige, welche eine Gerade der cubi- 
schen Fläche zulässt, die sie iu vier Puncteu schneidet. 
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241. Piese Methode, auf der Ebene E die Eigenschaften der auf F 3 
gezogeneu Curven zu untersuchen, ist so einleuchtend und so leicht, dass 
wir uns jetzt begnügen werden, nur die Kesuhate auszusprechen. Um so 
die Raumcurven sechster Ordnung zu erhalten, welche einen Theil des Durch- 
schnitts zweier eubischer Flächen bilden, muss mau folgende Falle betrachten : 

1. Die Flachen F 3 , F^ haben einen ebenen Schnitt gemein, dann ist 
der andere Theil des Schnittes eine Raumcurie c„. , sechster Ordnung und vom 
Geschichte 4, die auch beim Durchschnitt der Fläche F 3 mit einer Quadri- 
fliiehe entsteht (234). 

2. Die Flächen F^, F^ haben eine eubische Eaumcurve gemein und 
schneiden sich ausserdem noch in einer Raumcurve C 63 sechster Ordnung und 
vom Geschlechte 3, welche mit der eubischen Curve acht Puncte gemein hat, 
und diejenigen Geraden in 1, 2, 3 Puncteu schneidet, welche die eubische 
Curve bezüglich in 2, 1, 0 Puncten trifft. Daraus folgt, dass C 63 sowie die 
eubische Curve einem gewissen Doppelsechs entsprechen. 

3. Die Flächen F 3 , F* gehen zugleich durch eine Gerade und eiuen 
Kegelschnitt, die keinen Punct gemein haben. Dann wird der Schnitt durch 
eine Raumcurve C 6J sechster Ordnung und vom Geschlecht 2 vervollständigt, 
welche den Kegelschnitt in sechs Puncten und die gegebene Gerade in vier 
Puncten trifft. Unter den ander« Geraden gibt es 8, 9, 8, 1 die bezüglich 
in 3, 2, 1, 0 Puncten geschnitten werden. 

4. Die Flächen F 5 , F° haben drei Gerade die sich nicht schneiden ge- 
mein; sie schneiden sich dann noch in einer Raumcurve C», scclister Ordnung 
und vom Geschlechte 1, welche jede von den drei gegebenen Geraden in vier 
Pnncten schneidet, u. s. w. 

Von diesen vier Curven sechster Ordnung ist nur die erste auf einer 
Quadrifläche gelegen. Sie haben bezüglich sechs, sieben, acht, neun schein- 
bare Doppelpuncte. 

Die Curve c g3 ist diejenige, welche wir auch anderweitig schon gefunden 
haben (130, 189, 218) und zwar als Ort der Scheitel der Quadrikegel eines 
Netzes. Die entsprechende Plancurve kann eine allgemeine Curve vierter 
Ordnung sein (durch sämmtliche sechs Fundamentalpuncte); es folgt daraus, 
da z. B. diese Plancurve 28 Doppeltangenten und 24 stationäre Tangenten 
hat, dass auch unter den eubischeu Raumcurven, welche in zwei Puncten die- 
jenigen Geraden von F 3 schneiden, welche C 68 dreimal treffen, 28 existieren, 
welche c fl , in zwei Puncten berühren, und 24, welche mit derselben eineu 
dreipunetigen Contact haben. 

In derselben Weise wie für die eubischen Raumcurven bestimmt jedes 
Doppelsechs ztcei conjugierfe Systeme von Raumcurven sechster Ordnung und 
vom Geschlecht 3. Zwei Curven, die zwei conjugierteu Systemen angehören 
haben 20 Puncte genu in und bilden den vollständigen Durchschnitt zwischen 
F. und einer Fläche vierter ' Onhitmg. 
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242. Es gibt auch eine llaumcurve sechster Ordnung vom Geschlecht 0, 
aber dieselbe liegt nicht gleichzeitig auf zwei cubischen Flächen. Mao erhält 
diese Curve, wenn man eine Fläche vierter Ordnung durch drei Gerade, wie 
b., b. v ij, die sich nicht schneiden, und eine eubische Kaumcurve (entsprechend 
einer Curve o 1 8 a 2 2 o 3 2 o 4 a 6 a 6 vierter Ordnung) legt, welche jede Gerade in 
einem Puncte schneidet. Die daraus resultierende Curve C 6 0 entspricht einem 
Kegelschnitt, der durch keinen der Fundamentalpuncte geht, und schneidet 
die eubische Kaumcurve in acht Puncten. Unter den 27 Geraden von F s gibt es 
6, G, 16, die von o 60 bezüglich in 4, 0, 2 Puucteu geschnitten werden. Diese 
Curve c Ä0 hat zehn scheinbare Doppelpuncte. 

243. Aus dem Durchschnitt zweier eubischer Flächen F s ,Fl können 
sich nur zwei Raumcurven siebenter Ordnung 5 und C 7 4 und eine einzige 
Kaumcurve achter Ordnung C g7 ergeben. Man erhält diese Curveu, wenn 
man Fl bezüglich entweder durch einen Kegelschnitt oder durch zwei sich 
nicht schneidende Gerade oder durch eine Gorade (von F.) gelegt denkt. 

Auf Jf\ gibt es 27 Systeme von zu C g7 analogen Curven, jedes System 
ist einer Geraden von F 3 zugeordnet. Ist das System gegeben, so ist die Curve 
durch vierzehn Puncte bestimmt. Zwei Curven desselben Systems haben 
zwanzig Puncte gemeiu. 

Der Durchschnitt von F 3 mit Flächen höherer Ordnung gibt andere 
Curven 7., 8., 9., . . . . Ordnung. Lässt man z. B. durch zwei Gerade, die sich 
nicht schneiden, und durch eine eubische Kaumcurve, die keine dieser Ge- 
raden trifft, eine Fläche vierter Ordnung geben, so erhält man eine Raum- 
curve c 7l siebenter Ordnung und vom Gescfileclde 1, welche die eubische Curve 
in eilf Puncten und jede gegebene Gerade in fünf Puncten schneidet. Legt 
man durch drei Gerade, die sich nicht schneiden, und durch eine Curve o 4 Q , 
welche zwei jener Geraden in einem Puncte trifft und die dritte gar nicht, 
eine Fläche fünfter Ordnung, so wird der Schnitt durch eine Raumcurve c 8 j 
achter Ordnung und vom Gcschlechte 1 vervollständigt, welche c 40 in sechs- 
zehn Puncten, die beiden ersten Geraden in fünf Puncten und die dritte in 
sechs Puncten trifft. Endlich erhält man eine llaumcurve © 91 neunter Ord- 
nung und vom Gescldechte 1 , sobald der Durchschnitt von -F, mit einer Fläche 
sechster Ordnung sich in zwei Curven derselben Ordnung auflöst; u.s.w., u.s.w. 

244. Wir haben gesehen, dass ein und derselben Curve auf F $1 deren 
Ordnung und Geschlecht bekannt ist, auf E Plancurven verschiedener Ordnung 

% entsprechen, die aber stets von demselben Geschlechte sind (54). Indem wir 

uns darauf beschränken, für jedes Geschlecht die Plancurve von der kleinst 
möglichen Ordnungszahl zu betrachten, können wir folgende Uebersicht geben. 

1. Einer Geraden auf E entspricJit auf F„ ein Kegelscftnitt oder eine 
eubische Raumcurve, jenachdem die Gerade durch einen Fundamentalpv.net geht 
oder nicht. 

Cbsmoxa, ObarOMchan. 13 
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2. Einem Kegelschnitt auf E entspricht auf eine Raumcurve C 4 ö oder 
C J0 oder c r o , jcnachdem der Keyclehnitt durch 2, 1,0 Fundameutalpuncte geht. 

3. Einer allgemeinen cubi&clien f.htrre auf E entspricht auf F s eine eubische 
Plancurve c, j oder eine Raumcurve c 4>1 orf/r C ft j <*/w c 6 , o<fcr C 7 , oder 
C 8 , orfer C 91 , jenachdem die gegebene eubische Curve dureft Ü, 5, 4, 3, 2, 1, 0 
Fundameutalpuncte hindurchgeht. U. 8. w.; u. s. w. 

245. Es sei jetzt auf E im Allgemeinen eine Curve Mer Ordnung ge- 
geben, welche bezüglich a lt a^,...,a 6 mal durch die Puncte o,, o 2 , a 8 ,...,o c 
geht und mit Doppelpuncten und x Spitzen versehen ist, die anderswo 
liegen. Die Ordnung der Raumcurve, die ihr auf F 3 entspricht, ist offenbar 
3v— $a >) und ibr Geschlecht ist genau das nämliche als das der Plancurve, 

**** ^_|)(v-2)-iS«(«-l)-(<H-*), 

Nun ist aber eine Itauracurve der (3*— ö«)-ten Ordnung mit S Doppelpuncten 
X Spitzen und « scheinbaren Doppelpuncten von dem durch folgende Formet 
gegebeneu Geschlecht: 

i(3x-0a-lX3v-JS«-2)-(«-f-*+*), 

also ist 

« = 4 v3- 3v(S« + 1) - 4(6« + 1 )» -f 1 (0a> - 1). 
Da wir so die Ordnung der Raumcurve, die wir kurz durch t> l bezeichnen 
wollen, die Zahl der wirklichen und scheinbaren Doppelpuncte kennen, so 
können wir nach den Formeln Caytjüy's (10, 12) die andern Charakteristiken 
der Curve berechnen, nämlich: 

Die Ordnuug der osculkrenden Developpablen 

p = 1)_2(« -f J)-3x = v(„ + Z)-Sa(a + 1 )-(2d + 3.) ; 

die Classe dieser Developpablen 

p = 3v,(w,-2)-6(« + <J)-S* = 3(^-Sa2)-(6d + 8*) ; 
die Zahl der stationären Osculationsebenen 

a = » + 20»-^) = 6v(v-l)-2*a(3«-l)-3(4<*+5*) ; 
die Classe der doppeltberührenden Developpablen 

* = «-!- i^-",X/' + v 1 -9) + * 

= iK" 2 -lX"-f6) + iÖ«-($a+l) 

— l[2J+3* + ««(a+l)]f2v»4-6y-9— 3x-Öa«] 
-f- i Öo(2 J -f 3x + Sa - 7) + d ; 

die Zahl der Ebenen, welche die Curve in drei Puncten berühren, 

t = i [</>-2)9-/»(3/i+ v,) + 6* + 10(*+ *,)] ; 

U. S. W., U. 8. W. 

Umgekehrt drucken diese Zahlen auch die Eigenschaften der gegebenen 
Plancurve aus, nämlich: In dem Systeme der eubischen Curven, welche durch 
die sechs Puncte a v a y o 8 , a 4 , o ö , a 6 gehen, gibt es a, die mit der gegebeneu Curve 

>) ö Ist als Summenzeichen gebraucht worden. 
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eine vierpunctige Berührung haben, und t, welche in drei verschiedenen 
Puncten berühren; in einem Netze dieser eubiseben Curven gibt es m, die 
mit der Curve einen Contact «weiter Ordnung haben, und 7, welche sie 
in zwei verschiedenen Puocten berühren; in einem Büschel derselben eubi- 
seben Curven gibt es p, welche die gegebene Curve berühren. 

Man beachte ausserdem, dass die gegebene Plancurve a^-raal durch den 
Fundamentalpunct geht, den Kegelschnitt, welcher durch die Fundamental, 
punete mit Ausnahme von 0^ geht, in 2k— (ßa~ a p ) von den Fundaracntal- 
puneten verschiedenen Puncten schneidet, und die Gerade 0^0^ in v — (a p -J- a a ) 
Puncten (ebenfalls von den Fundameutalpuncten verschieden) trifft, und daher 
die entsprechende Raumcurve mit der Geraden a p a p Punete, mit der Ge- 
raden b p ebenso 2» + a p —S a Punete und mit c pa endlich v—(a p -\-a a ) Punete 
gemein hat. 

246. Es sei noch erlaubt, specicll auf den Fall einzugehen, dass alle 
a gleich Null sind, das heisst, dass die Plancurve durch keinen der Fundamen- 
talpuncte geht. Dann entspriefu die Raumcurve, die von der Ordnung 3i> ist, 
einem gewissen Doppelseclis ; sie schneidet die Geraden des einen Seehstupd je 
2v.mal und die Geraden des andern Sec/istupel gar nicht; jede der fünfzehn 
andern Geraden unrd von der Raumcurve in v Puncten getrogen. Jedes 
Doppelsechs bestimmt somit steei conjugierte Systeme analoger Raumcurvm\ 

ist das System gegeben, so gibt es nur eine Curve, welche durch \ 2 
beliebig gegebene Punete geht. Zwei Curven desselben Systems haben 
Durchschnittapuncte. 

Die Raumcurve 3v-ter Ordnung, entsprechend der Plancurve >-ter Ord- 
nung, welche durch keinen der Fundamentalpuncte geht, und die Raumcurve 
derselben Ordnung, die der Plancurve 5Mer Ordnung entspricht, die 2v-mal 
durch jeden Fundamentalpunct geht, bilden zusammen den vollständigen Durch- 
schnitt zwischen F 3 und einer Fläche 2v-ter Ordnung und gehören zwei in 
Bezug auf das nämliche Doppelsechs conjugierten Systemen an. Diese beiden 
Raurncurven haben 5" 3 Punete gemein. Wenn sie keine Doppclpuncte be- 
sitzen (das heisst, wenn die entsprechenden Plancurven keine solche haben 
ausser den Fundamentalpuncten), oder auch, wenn sie solche in gleicher Zahl 
haben, so sind sämmtliche Charakteristiken für beide Curven dieselben. 
Unter Annahme, dass keine Doppelpuncte vorhanden sind, hat man folgende 
Charakteristiken : 

Ordnung 3v, 

Geschlecht l(»-lX»-2) t 

Zahl der scheinbaren Doppelpuncte v(4v— 3), 

Ordnung der osculierenden Developpablen v(v-\-'d), 

Classe derselben 3» 2 , 

Zahl der stationären Osculationsebenea 6*(v — 1), 
Classe der doppeltberührenden Developpablen iw(v»— IX* + 6) 
Zahl der dreifachen Tangentialebenen M'-lX^-f 10v»-r-7*»-74> +48) 
u. a. w. 

13* 
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CAPITEL V. 

QUADRIFLÄCHEN, WELCHE AUS EINER FLÄCHE 
DRITTER ORDNUNG KEGELSCHNITTE AUS- 
SCHNEIDEN. 

247. Zwei Kegelschnitte die auf einer gegebenen llücJie F, dritter Ord- 
nung liegen und zugleich in zwei Ebenen, welche durch zwei Gerade der Fläche 
gehen, die sieh gehneiden (wie a, , b^), haben stets zwei Ihmcte gemein, weil die 
gemeinsame Gerade beider Ebenen jeden Kegelschnitt in zwei Puncten 
trifft, und ausserdem diese Gerade die Fläche F z , ausser im Puncto a,4 s , nur iu 
zwei Puncten schneidet; diese beiden Puncte sind also beiden Kegelschnitten ge- 
mein. Umgekehrt, haben zwei Kegelschnitte auf der Fläche zwei Puncte 
gemein, so schneidet die Gerade, welche diese Puncte verbindet, als Durch- 
schnitt der Ebenen beider Kegelschnitte, die Fläche in einem dritten Puncte, 
welche den beiden Geraden der Fl'äche gemein ist, die in diesen Ebenen liegen. 

Dagegen haben zwei Kegelschnitte auf der Fläche, die in zwei Ebenen 
liegen, welche durch zwei Gerade, wie a, , a 2 , gehen, die sich nicht schneiden, 
einen einzigen Punct gemein, wie schon früher (229) bemerkt ist. Zwei 
Kegelschnitte, die in zwei Ebenen liegen, welche durch dieselbe Gerade a x 
gehen, haben gar keinen Punct gemein, denn sie schneiden in zwei con- 
jugierten Punctenpaaren einer Involution (220). 

Folglich trifft eine Gerade der Fläche, wie a, jeden Kegelschnitt in 
zwei Puncten, der in einer Ebene Hegt, die durch a, geht, dagegen jeden Kegel- 
schnitt, der in einer Ebene liegt, welche durch eine Gerade geht, die a y nicht 
schneidet, in einem Puncte ; aber die Gerade a x trifft die Kegelschnitte nicht, 
deren Ebenen durch Gerade gehen, welche auf a x aufstehen. 

248. Zwei Kegelschnitte von F^, die in zwei Ebenen bezüglich durch 
Oj, b t liegen, haben zwei Puncte gemein und bilden so die Basis eines Büschels 
von Quadriflächen , von denen eine jede F 3 in einem dritten Kegelschnitt 
trifft, der in einer Ebene liegt, welche durch die Gerade r 12 geht, die a x 
und 6 3 schneidet l ). Dieser dritte Kegelschnitt kann beliebig angenommen 
werden. Denn, da die Basis des Büschels vier Puncte jedes Kegelschnittes 
enthält, der in einer Ebene durch « J5 liegt, so genügt ein anderer beliebiger 
Punct dieser letzten Ebene um die Quadrifläche des Büschels zu bestimmen, 
die durch diesen Kegelschnitt geht. Es gibt also eine einzige Quadrißüche, die 



1) Die Ebenen der drei Kegelschnitte bilden eine eubische Flache, welche /' a 
in drei Kegelschnitten und drei Geraden schneidet. Da dio drei Kegelschnitt« auf 
derselben Quadritl&che liegen, so sind die drei Geraden in einer Ebene enthalten 
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durch drei Kegelschnitte geht, wiche in drei beliebig durch a.,b., c t5 gelegten 
Ebenen liegen. Umgekehrt, trifft eine Quadrifläche die Fläche F s in drei Kegel- 
schnitten, so schneiden die Ebenen derselben F 3 in drei Geraden, die in derselben 
Ebene liegen (40). Daraus folgt, dass drei beliebige conjngierte Pnnctenpaare 
der Involutionen, welche durch die Kegelschnitte der Flache bezüglich auf 
°i'*2» r i2 g floiI ^ et worden (220), ein und derselben Curve zweiter Ordnung 
angehören, die nicht auf F 3 liegt. 

249. Es seien A, Ii zwei Bitangentialebenen von F s , die eine durch 
a, , die zweite durch b t gelegt. Durch die beiden Kegelschnitte (A), (B), 
die in diesen Ebenen enthalten sind, kann man zwei Qnadrikegel legen, deren 
Scheitel auf der reciproken Geraden der Durchschnittsgeraden AD in Bezug 
auf eine beliebige Fläche zweiter Ordnnng liegen, die durch (vi) und (B) 
geht. Wir können beliebig eine Ebene C fixieren, die durch r J2 geht, dann 
genügt die Quadrifläche (ABC), welche durch die Kegelschnitte (A), (B), (C) 
geht, um die Gerade, welche die Scheitel der beiden Kogel verbindet, zu 
bestimmen. 

Lässt man die Ebene B um 6. rotieren, so erzeugt die Quadrifläche 
(ABC) ein Büschel (/IC), und die Gerade AB erzengt in der Ebene A und 
um den Punct aj> 2 herum ein anderes dem ersten projectivisches Büschel. 
Die Geraden dieses Büschels werden von der Geraden A C in Puncten ge- 
schnitten, deren Polarebenen in Bezug auf die entsprechenden Flächen des 
Rüscheis (AC) durch dieselbe Gerade gehen, die Reciproke von AC in Be- 
zug auf die Quadriflächen (AC)\ in ähnlicher Weise gehen die Polarebenen 
des Punctes afa in Bezug auf die Quadriflächen (AC) durch ein und die- 
selbe Gerade. Also erzengen die Polarebencn der Puncte aj> t und ABC in 
Bezug auf die Fläche (ABC), wenn B als variabel betrachtet wird, zwei 
projectivischo Büschel, und folglich ist der Ort der reciproken Geraden von 
AB ein Hyperboloid J.; die Oeneratrixen des andern Systems desselben sind 
offenbar die zu AC in Bemg auf die Quadryfläche (ABC) reciproken Geraden, 
wenn die Ebene C um c 19 variabel ist. Die Geraden AB, AC schneiden sich 
im Puncte ABC, ihre Reciproken sind daher auf der Polarebene dieses Punctes 
in Bezug auf die Fläche (ABC). Das Hyperboloid J A ist also die Enveloppe 
der Polarebene des Punctes ABC in Bemg auf die Quadrifläche (ABC), wenn 
A fest ist, und B und C variabel. 

Ein beliebiger Punct des Raumes ist der Durchschnitt von drei Ebenen 
A, B, C, welche eine Quadrifläche (ABC) bestimmen; umgekehrt bestimmt 
jede Fläche (ABC) einen Punct des Raumes. Also: Das Hyperboloid J A 
ist die Enveloppe der Polarebenen der Puncte der Ebene A in Bezug auf die 
Quadriflächen (ABC), welche diesen Puncten entsprechen. 

Sobald die reciproken Geraden von AB , AC in der Polarebene des 
Punctes ABC in Bezug auf die Quadrifläche (ABC) liegen, so ist der Durch- 
«chnitUpunct dieser Reciproken* der Pol der Ebene A in Bezug auf diese 
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Fläche; alsn ist da» Hyperboloid J A der Ort der Pole der festen Ebene A 
in Bezug auf die Quadriflächen (ABC). 

Die Flächen (ABC) gehen durch den festen Kegelschnitt (A), nnd also 
schneiden sich die Polarebenen des Punctes a,A 8 in der Polargeradcn dieses 
Punctes in Bezug auf den Kegelschnitt (.4). Daraus folgt, daas das Hyper- 
boloid J A die Ebene A in der Polargeraden des Punctes afi- in Bezug auf 
den Kegelschnitt (A) trifft und analog in der Pulargeraden des Punctes OjCjj 
in Bezug auf denselben Kegelschnitt. 

250. Man bezeichne durch o den Punct 4jf 1} , dann ist eine beliebige 
Gerade ol der Durchschnitt von zwei Ebenen B, C. Es seien I, ra, n die zu 
o conjugierten harmonischen Puncte in Bezug auf die Punctenpaare, die den 
Durchschnitt der Kegelschnitte (B),(C) mit den Geraden ol,b v e n bilden, 
dann sind die Geraden Im, In die Polaren des Punctes o in Bezug auf diese 
Kegelschnitte, und es ist also laut die Polarebene von o in Bezug auf die 
Quadriflächen des Büschels (BC). Zieht man ausserdem in der Ebene B 
durch o eine beliebige Gerade, welche den Kegelschnitt (B) und folglich 
auch die Fläche F z in zwei Puncten trifft, so ist der harmonische conjugierte 
Punct von o in Bezug auf diese Durchschnittspuncte auf der Geraden Im 
gelegen; folglich gehört Im und ebenso In der Quadrifläche O, ersten 
Polarfliche von o in Bezug auf i\ an ; mit andern Worten, die Ebene Imn 
berührt in l diese Quadripolarfläche. Daraus ergibt sich endlich, daas die 
Polarebmen de* Puncte* 0 in Bezug auf alle Quadrißäehen (ABC), \oa* auch 
A, B, C sind, die Quadripolarßäche von o umhüllen. 

Ich erinnere daran, dass das Hyperboloid J A die Enveloppe der Polar- 
ebene dos Punctes ABC in Bezug auf die Quadrifliichen (ABC) ist, A als 
fest angesehen; lässt man nun A mit der dreifachen Tangentialebene o,6 s c,, 
zusammenfallen (in diesem Falle reduciert sich die Quadrifläche (ABC) auf 
die beiden Ebenen B, C) f so fallen alle Puncto ABC auf o, also: Dasjenige 
Hyperboloid J A welche* der Ebene A — a^^e^ entspricht , üt nicht* Andere* 
al* die Quadripolarßäche O von Q. 

251. Ist die Ebene Imn um einen festen Punct t des Raumes drehbar, 
so ist ihre Enveloppe ein der Quadrifläche O umgeschriebener Kegel; der 
Punct 1 beschreibt den Berührungskegelschnitt und folglich ist der Ort der 
Geraden ol ein Quadrikegel, der stets auch durch und c lt geht, denn da 
diese Geraden auf 0 liegen, so berühren die Ebenen \b y ir ls , was auch i sei, 
diese Fläche in zwei Puncten, die den Geraden A,,<? 12 angehören. 

Ks sei p der Punct ABC, in dem die Gerade ol eine fustc Ebene A 
schneidet, die durch a t geht. Wenn ol um o sich dreht, so umhüllt die 
Polarebene von p in Bezug auf die Quadrifläche (ABC) das Hyperboloid 
J A . Da nun die Tangentialebenen von O projectivisch den Geraden durch 
o entsprechen (der Ebene, welche 0 in I berührt, entspricht die Gerade ol 
und umgekehrt), so werden auch den Tangentialebenen von J A die Geraden 



Digitized by Google 



249-252] Quadrißächen, die aus einer eubisehen Fläche Kegehchn. ausschneiden. \ 99 



durch o projectivisch entsprechen in folgender Weise: Eine Tangentialebene 
von J A schneidet A in einer Geraden, deren Pol p in Bezug auf den Kegel- 
schnitt (A) die entsprechende Gerade olp bestimmt. Umgekehrt trifft eine 
Gerade durch o die Ebene A in einem Puncte p ; durch die Polargerade von 
p in Bezug auf den Kegelschnitt (A) geht ausser A noch eine Tangential- 
ebene von J v welche die entsprechende Ebene der durch o gezogenen Ge- 
raden ist. 

Die Tangentialebenen von J v die durch den Punct i geben, umhüllen 
einen Kegel, welcher A in einem Kegelschnitto trifft; die reeiproke Polare 
dieses Kegelschnittes in Bezug auf den Kegelschnitt (A), wird vom Ptincte 
o aus unter einem Kegel gesehen , welcher durch die Geraden , c.., geht, 
was auch t ist, wegen der beiden Ebenen, welche durch i und bezüglich 
durch die Polargeradeu der Puncte o,i 2 , a t c l2 in Bezug auf den Kegelschnitt 
(,4) gelegt sind (249). Dieser Kegel und der andere, der durch die ent- 
sprechenden Geraden ol der Tangentialebenen von 0, die durch i gehen, ge- 
bildet wird, schneiden sich in zwei Geraden (ausser in o 2 und c ]3 ). Das 
heisst: Durch einen beliebigen Punct i gehen ztcei entsprechende Paare Tan- 
gentialebenen von 0 und J A , wo man zwei Ebenen entsprechend nennt, welche 
ein und derselben Geraden ol entsprechen. 

Ea sei g die Gerade, in welcher sich zwei entsprechende Tangential- 
ebenen von O und J A schneiden, das heisst die Polarebenen der Puncte o 
und ABC in Bezug auf ein und dieselbe Fläche (ABC); oder besser, sei g 
die Reeiproke der Geraden BC in Bezug auf die Fläche (ABC), wo die 
Ebene A beliebig gewählt ist; dann erhält man aus dem Vorhergehenden, 
dass die Geraden g, welclte allen möglichen Paaren von Ebenen B, C entsprechen 
(g ist von A unabhängig) ein solches System bilden, dass durch einen beliebigen 
Punct i im Räume zwei Gerade g gehen. 

252. Wir wollen jetzt diejenigen Puncte des Hauroes finden, für welche 
die beiden Geraden g zusammenfallen. 

Ist die Gerade ol in 1 Tangente der eubischen Fläche F %1 und folglich 
auch aller Quadriflächen des Büschels (BC), so geht die Polarebene von p in Be- 
zug auf eine solche Quadrifläche durch I, also gibt es unter den Tangential- 
ebenen von J A , die durch 1 gehen, eine, deren entsprechende Gerade olp ist. 
Man lege jetzt den Punct t auf 1. Dann gehen die durch den Punct o an 
die Fläche 0 gelegten Tangentialebenen durch die beiden Generatrixen Im, 
In und haben also ihre Beriihrungspuncte auf diesen Geraden ; die entsprechen- 
den von o ausgehenden Geraden bilden daher zwei Ebenen olm und oln 
(d. h. B und ('). Nun entspricht dem Kegel vom Scheitel l, der J . umge- 
schrieben ist, ein Kegel vom Scheitel o, der durch ol geht, wie man eben 
gesehen hat. Die beiden Geraden also, welche für einen beliebigen Punct i 
aus dem Durchschnitt der beiden Kegel vom Scheitel o entstehen (251), redu- 
cieren sich in diesem Falle auf die einzige Gerade ol. Also: Durch die ge- 
meinsamax Puncto von F z und O gelt nur je eine einzige G trade g. 
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253. Sei zweitens der Punct t der Scheitel eine« Quadrikegels, der 
durch die Kegelschnitte (B), (C) geht. Da die Wahl der Ehene A für die 
Bestimmung der Geraden g willkürlich ist, so kann man voraussetzen, 
dass diese Ebene durch i geht. Weil nun t auf der reciproken Goraden 
von BC oder olp in Bezug auf jede Quadrifläche des Büschels (BC) liegt, 
so geht die Polarebene von o in Bezug auf die Quadrifläche (ABC) durch 
i; ferner ist dieselbo Polarebene Tangentialebene der Fläche. O in I; es 
geht also durch t eine Tangenttalebene von 0, deren Berührungspunct 1 ist, 
daher ist olp die entsprechende Gerade. 

In analoger Weise liegt i in den Polarebenen aller Puncto von ol in 
Bezug auf die Quadrifläche (ABC), und deahalb sind die Puncte i, p in Be- 
zug auf den Kegelschnitt (A) conjugiert. 

Was das Hyperboloid J A anbetrifft, so schneiden seine durch t gelegten 
Tangentialebenen A in Geraden, die sich in i kreuzen, und deren Pole in 
Bezug auf den Kegelschnitt (A) sich auf der Polare vont befinden, die aus einer 
Geraden durch p besteht. Daraua folgt, dass dem 0 umgeschriebenen Kegel 
vom Scheitel t ein Kegel K vom Scheitel o entspricht, der durch olgeht; und 
dem , dem Hyperboloid J A umgeschriebenen Kegel vom Scheitel i entspricht 
(ausser der Ebene a^gC^) eine Ebene E, die durch op und die Polargerade 
von t in Bezug auf den Kegelschnitt (A) geht. Man kann nun beweisen, 
dass die Ebene E den Kegel K längs op berührt. 

In der That, die Ebene, welche durch i geht und 0 in l berührt, ent- 
hält eine Gruppe von vier harmonischen Strahlen, nämlich die Geraden Im, In, 
Generatrixen der Fläche, die Gerade Ii, Generatrix des umschriebenen Kegels 
vom Scheitel t, und die Gerade Ij, Tangente des Berübrungskegelschnittes 
in 1 (\ sei ihre Spur auf der Ebene A). Projiciert man vom Puncte o aus 
diese vier harmonischen Strahlen auf die Ebene A, so erhält man die Ge- 
raden p(u, v, i, j) die ebenfalls eine harmonische Gruppe bilden. Anderer- 
seits aber gehört das Ebenenpaar BC, der Kegel {BC) und die Quadrifläche 
(ABC) zu demselben Büschel, also muss der Kegelschnitt (A) durch die vier 
Puncte gehen, wo die Durchschnittsgeraden des Kegels mit A die Geraden 
AB und AC (d. h. pu und po) treffen. Daher ist also die Polargerade von 
i in Bezug auf den Kegelschnitt (/I) die conjugierte harmonische Gerade pi 
in Bezug auf die Geraden pu, po, oder mit andern Worten, die Gerade 
pj ist die Polare von i in Bezug auf den Kegelschnitt (A). 

Also ist die Ebene E Tangentialebene des Kegels längst op, und folglich 
liegt der Punct i mir auf einer einzigen Geraden g. 

254. Die Gerade g, die Keciproke der Geraden (BC) in Bezug auf alle 
Flächen des Büschels (BC), liegt (24*J) auf den Hyperboloiden J R und 
Umgekehrt ist J B der Ort der reciproken Geraden von BC (wo B fest ist, 
und C variabel) iu Bezug auf die Flächen des Büschels (BC) und auch 
der Ort der reciproken Geraden von BA (wo B wieder fest ist und 

] ) Bier bezeichnen u, 0 die Puncte afa , Oj ClJ . 
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A variabel) in Bezug auf die Flächen (BA). Ebenso verhält es «ich 
mit J r Wir haben nun bewieseu, dass durch jeden Punct des Raumes zwei 
Gerade g gehen, die Reciproken von BC, und dem analog zwei reeiproke 
Gerade von CA, und zwei reeiproke Gerade von AB. Also: Durch jeden 
Punct des Raumes kann man zwei Hyperboloide J A , zwei Hi/jierboloide J ß und 
awei Hyj/erboloide J c legen. Aus dem Vorhergehenden folgt weiter, dass, 
wenn i der Scheitel eines Quadrikcgels ist, welcher F 3 in drei Kegelschnitten 
(A), (B), (C) schneidet, durch i nur eine einzige Reeiproke von BC, ebenso 
nur eine Reeiproke von VA und eine einzige reeiproke Gerade von AB geht; 
durch t geht also nur ein Hyperboloid J A , ein Hyperboloid J R nnd ein 
Hyperboloid J c Das heisst: Der Ort der Scheitel der Quadrikegel, loelche 
die eubische Fläche F 3 in drei Kegelschnitten (A),(B),(C) schneiden, fällt mit 
der einhüllenden Flüche der Hyperboloide jeder der drei Reihen J A \J B ,J C 
zusammen. Dieser Ort geht durch die drei Raumcurven vierter Ordnung in 
denen F. von den Quatlripolarßäc/ien der Puncte 0, U, o geschnitten wird (252). 

Da bewiesen, dass durch jeden Punct dieses Ortes eine einzige einge- 
hüllte Fläche jeder Reihe geht, so folgt , dass die einhüllende und die ein- 
gehüllte Fläche »ich überall berühren, wo sie sich treffen. Die BerUhrnngs- 
enrve ist der Durchschnitt zweier unmittelbar folgender eingehüllten Flächen 
und ist also von der vierten Ordnung. Die einhüllende Fläche ist also von 
der vierten Ordnung / die BeriÜirungscurven zweier eingehüllter Flächen der- 
selben Reihe liegen auf ein und derselben Fläche, zweiter Ordnung (50) u. t. te. 

255. Wir beträchten jetzt das Büschel von Quadriflächen S, welche 
durch die Curve vierter Ordnung gehen, die den Durchschnitt von F 3 mit O, 
der ersten Polarfläche von 0, bildet. Zwei Flächen <S schneiden die eubische 
Fläche nochmals in zwei Kegelschnitten ; da aber die gemeinschaftliche Ge- 
rade der Ebenen dieser Kegelschnitte vier Puncte mit F 3 gemein hat (näm- 
lich die vier Puncte, in denen dieselbe die beiden Kegelschnitte trifft), so 
liegt sie vollständig auf der Fläche. Nun ist eine der Flächen S auch die 
Quadrifläche 0, für welche der resultierende Kegelschnitt das Geradenpaar 
ß 2 , (*,jist, und die Gerado, in der die Ebene dieser beiden nochmals F. schneidet, 
ist die Gerade dp also schneiden die Flächen Sdie Hachen F 3 in Kegelschnitten, 
deren Ebenen durch die Gerade a { gehen. Umgekehrt trifft jede durch a l 
gezogene Ebene A, F 3 in einem Kegelschnitte, der auf einer Fläche S A des 
Büschels liegt, das man betrachtet. Die Ebene A und -die Quadriflächen 
bilden offenbar zwei projectivische Büschel, welche die gegebene Fläche F 3 
durch ihre Durchschnittscurven erzeugen können (222). 

Die Polarebcnen des Puuctes 0 in Bezug auf die Quadriflächen S bilden 
ein projectivisches Büschel zu dem dieser Quadriflächen, also ist der Ort 
der Berührungskegelschnitte der Quadriflächen S mit den umgeschriebenen 
Kegeln vom Scheitel 0 (223) eine Fläche J dritter Ordnung, welche durch 
die Basis des Büschels (S) uud durch die Geraden geht (letztere Ge- 

raden der Durchschnitt von O durch die entsprechende Polarebeue). Ausser- 
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dem ist die Basiscurve den Büschels (S) der Durchschnitt von J mit der 
ersten Polarfläche von 0 in Bezug auf J, nämlich mit der Quadrifläche 
S(= 0), die durch 0 geht; die beiden eubischen Flächen J und h\ berühren 
sich also längs einer Curve vierter Ordnung und schneiden sich in zwei Ge- 
raden; sie fallen daher in eine einzige Fläche zusammen. Das heisst: Jede 
Quadrifläche $ A schneidet F g in einem Kegclsc/müt dessen Ebene A die Polar- 
ebene des Puncte* 0 in Bezug auf S A ist; mit andern Worten, die eubische 
Fläche F, ist der Ort der Berühruugscurvcn zwischen den Quadriflächen S 
und den umgeschriebenen Kegeln vom Scheitel 0. Es folgt noch daraus, 
dass die Scheitel der vier Kegel des Büschels (S) auf F, liegen, und dass 
diejenigen Ebenen, welche die Fläche in diesen vier Puncten berühren, die 
dreifachen Tangentialebenen sind, welche durch Oj gehen. 

256. Sind A und B zwei gegebene Ebenen bezüglich durch a, und 6, 
gelegt, dann bilden die Quadriflächen (AB) ein Büschel, dem auch das Ebenen- 
paar .1, Ii angehört. Der Ort der Berührungscurven zwischen den Quadri- 
flächen und den umgeschriebenen Kegeln vom Scheitel 0 ist nach dem all- 
gemeinen Satze (223) eine eubische Fläche, aber für die Quadrifläche, die 
aus den Ebenen A, B besteht, kann man die Berührungscurvc als auf der 
Ebene B ausgebreitet ansehen, und die Ebene gehört also vollständig der eubi- 
schen Fläche an. Das heisst, diese reduciert sich auf die Ebene B und eine 
Quadrifläche 8 , welche den Kegelschnitt (A) und die Kegelschnitte enthält, welche 
aus dem Durchschnitt der Flächen (AB) mit den Polarebenen von 0 entstehen. 

Weiter muss die Basis des Büschels (AB) die Durchschnittscurve der 
eubischen Fläche B$ mit der ersten Polarfläche von 0 in Bezug auf diese 
Fläche sein, also ist A die Polarebcne von 0 in Bezug auf 8. Es folgt ferner 
daraus, dass 8 durch die Scheitel der beiden Kegel des Büschel« (AB) geht 
und in ihnen von den beiden Ebenen berührt wird, welche dem Büschel 
der Polarebenen von 0 angehören, und sich daher in einer Geraden schneiden, 
die in der Ebene B liegt. 

Hiernach gehen die Flüchen 8 und S. zugleich durch den Kegelschnitt 
(A) und haben A als Polarebenc von 0. Wenn man nun vom Puncte 0 
die Tangenten an den Kegelschnitt (B) zieht, so liegen die Berührungspuncte 
auf 8, denn sie müssen einer beliebigen Quadrifläche des Büschels (AB) an- 
gehören und der entsprechenden Polarebene von 0. Die nämlichen Puncte 
gehören aber auch der Beruhrungscurve von F- mit dem umgeschriebenen 
Kegel vom Scheitel 0 an, und folglich auch S A . Die Quadriflächen 8 und 
S A bilden also nur eine einzige Fläche. Das heisst: S A ist der Ort der Be- 
rührungscurven aller Quadri flachen (ABC), tco A fest ist, mit den umgeschrie- 
benen Kegeln vom Scheitel 0. Also enthält S A die Scheitel sämmtlichcr Kegel 
des Systems (ABC), wo A fest gehalten wird. 

Ist die Ebene -1 gegeben, dann sind die Scheitel der Kegel (ABC) auf 
jeder der Flächen S A ,J A gelegen (249), also: Der Ort dieser Scheitel ist die 
Raumcurve vierler Ordnung, Durchschnitt dieser beiden Quadriflächen. Lässt 
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man nun A seine Lage ändern , so ist der Ort dieser llaumcurve , die den 
beiden entsprechenden Flüchen S A und J A gemein ist, eine Fläche vierter Ord- 
nung {vollständiger Ort der Scheitel aller Kegel {ABC)), die wir schon als 
Enveloppe der Hyperboloide J gefunden haben. Natürlich ist dieselbe Fläche 
vierter Ordnung auch der Ort der Raumcurve vierter Ordnung, die r.wej 
Flächen <S ß und J ü oder S c und J c gemein ist. S ü und S c haben hier in 
Bezug auf u, 9 und die Ebenen B, C dieselbe Bedeutung, welche S A in Be- 
zug auf den Punct 0 und die Ebene A hat l ). 

257. Betrachten wir von Neuem die drei Geraden a l , h. 2 , r, 2 die in der- 
selben Tritangentialebene liegen. Ea seien aH>,iß> zwei Ebenen, die bezüg- 
lich durch <Xj , © a gehen und die Flächo F 3 in zwei Kegelschnitten treffen, 
die <* lt 6 t in den Puncten a,b berühren. Die Quadriflächen des Büschels 
(Jt treffen die Ebene o,o 2 in Kegelschnitten, die in den Puncten a, b einen 
doppelten Contact haben, und umgekehrt jeder Kegelschnitt, der in a und b 
von den Geraden a. , berührt wird, ist die Spur einer Fläche des Büschels. 
Nun befindet sich unter diesen Kegelschnitten der unendlich abgeplattete 
Kegelschnitt (ob) 3 gebildet durch die zweimal gezahlte Berührungssehne, und 
in dem Büschel (JUiß>) gibt es daher einen Kegel, welcher die Gerade a x \ 
längs der Geraden ab berührt. Diese Gerade trifft c is in einem Puncto c 
und in diesem berührt c u den obigen Kegel und folglich auch einen Kegel- 
schnitt, der gleichzeitig auf F v auf dem Kegel und in einer Ebene G (durch 
c 12 ) liegt. Also : Die sechs Puncte, in denen die Geraden a, , 0j , c Xi die para- 
bolische Curve von F s berühren (220) liegen zu drei und drei auf vier Ge- 
raden, tcelc/ie die Berührungsgeneratriren der Ebene a^c,, mit vier Quadri- 
kegeln sind, welche zu drei und drei die sechs Kegelschnitte (A>), (lft>), (G) 
enthalten , welche die Geraden o 1 , b }1 c ia in genannten Puncten berühren. Die 
beiden zu a analogen Puncte sind die Doppelelemente einer Involution, in 
der die Puncte a,o 2 , a^ conjugiert sind (220). Die Geraden a lt b 3 ,c l3 
sind daher die Diagonalen des Vierseit«, das aus vier Geraden obe gebildet wird. 

Es gibt noch einen zweiten Kegel, der durch die Kegelschnitte (JW), (ifi>) 
geht, ausser demjenigen, welcher die Ebene längs obe berührt. Die 

beiden Kegelschnitten gemeinsamen Tangenten umhüllen diese beiden Kegel; 
der Scheitel des neuen Kegels ist also der gemeinschaftliche Durchschnitts- 
punct folgender drei Ebenen: Der Ebene afa, der Ebene der Tangenten, 
die man vom Puncte aj> % an die beiden Kegelschnitte ziehen kann ausser 
«, und b 2 und die Ebene der Polargeraden des nämlichen Punctes in Bezug 
auf die beiden Kegelschnitte. 

Wir wollen die vier Beriihrungskegcl der Ebene und die sechs Kegel- 
schnitte, in denen sie die Fläche F s schneiden, in folgender Weise bezeichnen 

DC = (AifcC), 9C' = (Atfb'G'), 3C" = (A 'iß»©'), 2*"' = (AW©) 



1 ) Jede Ton den 45 dreifachen Tangentialebenen gibt einer analogen Flache 
vierter Ordnung Entstehung. 
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Die Kegel J)C, 9C' schneiden sich in dem Kegelschnitt (A>) und folglich 
noch in einem andern Kegelschnitt, der nicht auf F s liegt. Sie haben also 
zwei gemeinschaftliche Tangentialebenen; eine ist fljOjCjj, die andere sei P. 
Die Ebene P berührt die fiinf Kegelschnitte (X\ (iß,), (G), (ißV), (©') die 
auf SC und OL' liegen, sie berührt daher auch die Kegel SK." und 3C"\ 
Die vier Kegel SC, S)C', SC", haben folglich zwei gemeinschaftliche Tan- 
gentialebenen OjijCjj und /*, daraus folgt, dasg ihre Scheitel auf ein und der- 
selben Geraden liegen (der Durchschnittsgeraden der Ebenen a x \c n und P). 

258. Wir gehen zur Betrachtung der Kegelschnitte (^4), (B), (C) über, 
die sich in gerade Linien auflösen. 

Unter den Ebenen A gibt es vier, ausser o t b t c ir welche F s in Geraden- 
paaren schneiden, dasselbe gilt für die Ebenen B und C. Wenn wir die 
Ebene A betrachten, welche die Geraden b a c n enthält, und die Ebene B, 
in der o 3 c J8 liegt, so müssen sich die Kegelschnitte (* 8 c, 8 ), («3<* 32 ) «n zwei 
Puncten schneiden (247), die auf der Geraden AB liegen. Die Gerade 
trifft daher c JS , und c„ schneidet a y Die Ebenen a a f, 3 schneiden F, 

in zwei neuen Geraden o_ und i r Nun liegen von den neun Geraden 
(ajftjCjj), (a 3 £ 3 <? OT ), ( a 3^i c ij)) welche durch den Durchschnitt von F s mit drei 
Ebenen entstehen, drei, nämlich a lf b 3 ,c u in der Ebene A, drei andere 
aj,,* 2 ,e J2 in der Ebene B, folglich liegen die drei übrigen a r b v c l3 in ein und 
derselben Ebene C. 

Hieraus folgt, dasB die 24 Geraden, die in den 12 dreifachen Tangen- 
tialebenen liegen, welche ausser Ojb^ durch a X ib 2 ,c li g^hen, auch noch 
in 16 andern Paaren von dreifachen Tangentialebenen liegen. Jedes dieser 
Paare ist durch zwei beliebig gewählte dreifache Tangentialebenen A und B 
bestimmt. Mittelst dieser beiden Ebenen ist auch eine entsprechende Ebene 
C mit bestimmt. 

Denken wir uns drei Ebenen A, B, C die F z ausser in «p&ji^j in 
sechs Geraden schneiden, die nicht in Ebenenpaaren gelegen seien, so ge- 
hören diese sechs Geraden einem Hyperboloide (ABC) aus dem vorhin be- 
trachteten Systemen an (248). Jede von den vier Ebenen A lässt sich mit 
jeder von den vier Ebenen B und mit jeder der vier Ebenen C combinieren, 
aber man rnuss die IC Combinationcn weglassen, welche sechs Gerade er- 
geben, die auf zwei Ebenen liegen; da» System der Quadrißächen (ABC) 
enthält also 4.4.4—16=48 Hyperboloide II, von denen ein jedes die eubische 
Flüche F 3 in sechs Geraden schneidet. 

Von den sechs Geraden, die F, und einem Hyperboloide H gemein 
sind, gehören drei demselben Systeme von Gencratrixcn des letzteren an, 
nnd die drei übrigen dem andern Systeme •), man kann also auf sechs ver- 

>) Eine eubischo Flache kann niemals vier Gerade eines Hyperboloids aus dem- 
selben Systems ron Generatrixen enthalten , denn dann hatte jede Gener atrix des 
andern Systems vier Puncto mit der eubischen Fläche gemein 'und läge folglich 
Tollstandig auf derselben. 
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schiedene Arten diese Oeraden in drei Paare zerlegen, so dass die Geraden 
jedes Paares in einer Ebene liegen. Jede Art gibt drei Ebenen, welche 
alle sechs Geraden enthalten und F, in drei neuen Geraden schneiden, die 
in einer Ebene liegen, denn die sechs ersten Geraden gehören einer Fläche 
«weiter Ordnung an. Jedes Hyperboloid II ist also ein Glied von sechs Sy- 
Klanen von (fruulriflächen , dem der Flächen (ABC) analog, das durch die 
Ebene a,& 2 c, 2 gegeben ist. Die Zahl dieser Systeme ist 45, jedes derselben 
entspricht einer dreifachen Tangentialebene, die GesammtzaJd der Hyperbo- 

48 45 

loide, welche in sedts Geraden schneiden, ist also — ^ — = 360- 

259. Ein Hyperboloid II ist durch drei Gerade von F, bestimmt, die 
sich nicht treffen. Nun werden aber drei Gerade von F y die sich nicht 
treffen, von drei andern Geraden geschnitten, die sich ebenfalls nicht schneiden 
(228); diese sechs Geraden bilden also den Durchschnitt von H und F t . 
Das heisst: Jedes Hyperboloid, das F, in drei Geraden schneidet, die sich 
nicht treffen, schneidet diese Fläche noch in drei andern Geraden. 

Es gibt also 2.36Ü Gruppen von drei Geraden auf F >t welche keine 
Durchschnittspuncte haben. Diese Gruppen sind zu zwei und zwei conjugiert l ). 
Die Gerailen der einen Gruppe treffen die Geraden der conjugierten Gruppe, 
und die sechs Geraden der beiden conjugierten Gruppen geltbren ein und dem- 
selben Hyperboloide an. 



C A P I T E L VI. 

VERSCHIEDENE EIGENSCHAFTEN. 

260. Es seien T, T' zwei dreifache Tangentialebenen der eubischen Fläche 
F 3 , die sich in einer Geraden, die nicht auf F 9 liegt, treffen, und es seien 
°i'*a' c i3? a j'*3' c 33 die Geraden der Fläche, die in diesen Ebenen liegen. 
Da die Gerade TT' die Fläche F 9 nur in drei Puncten schneidet, so müssen 
diese den Geradenpaaren a.b., bj- , a„<' 13 gemein sein. Die Ebenen <* l b i , b 3 c u , 
OjCjj treffen F 3 in drei neuen Geraden bezüglich c l ^,a s ,b l , die in einer 
Ebene liegen, denn von diesen neun Geraden, die durch den Durchschnitt von 
F z mit drei Ebenen entstehen, liegen sechs in zwei anderen Ebenen T, 7". 

Also bestimmen die Dreiecke afac^, , a^c^ vier andere , und die Seilen 



1) R. Stl-rm, (Synthetische Untersuchungen über Flächen dritter Ordnung, 
Leipiig 1868.) nennt «wei conjugierte Systeme von drei Geraden ein Doppeldrei 
und die Hyperboloide H Doppeldreikyper Moide. 



I 



206 Dritter Tkeil. [Cap. VI. 

dieser sechs Dreiecke sind die gegenseitigen DwchschniUspuncte zweier Gruppen 
von drei Ebenen, das heisst der Seitenfiticlien zweier Trieder, die wir conjugiert 
nennen trollen. 

Zwei beliebige dreifache Tangentialebenen, deren Durchschnittsgerade 
nicht auf -f' 3 liegt, können als Seitenflächen eines TriederB dienen, dann ist 
dadurch die dritte Seitenfläche mit bestimmt. Diese drei Ebenen bestimmen 
neun Gerade, welche sich in neun Functcn schneiden, die den Kanten des 
Trieders und gemein sind. Dieselben neun Geraden sind auch noch in 
drei andere Ebenen vertheilt, welche das conjugierte Trieder bilden. 

Man hat schon früher (258) gesehen, dass, wenn man die drei Geraden 

a J) b i , c lv die in der Ebene T liegen, betrachtet, die andern 24 Geraden von F s 

in 16 Ebenenpaaren vertheilt liegen. Jede« Paar bildet mit T ein Trieder, 

das heisst, jede Ebene T liegt in 16 Triedern. Jedes Trieder enthält aber 

45.16 

drei Tritangentialebenen, also ist die Gesammtzahl der Trieder — ^— = 240. 
Diese Trieder sind zu zwei und zwei conjugiert; es gibt daJier 120 conjugierte 



261. Die neun Geraden 

sind, wie wir eben bewiesen haben, auf sechs Tritangentialebenen gelegen, 
die zwei conjugierte Trieder bilden. Durch jede dieser Geraden kann man 
drei neue dreifache Tangentialebenen legen ; es gibt also 27 Ebenen, von 
denen jede eine der neun Geraden enthält und also auch noch zwei andere 
Gerade, das heisst, die andern 18 Geraden liegen zu zwei und zwei in 

2 27 

diesen 27 Ebenen vertheilt in der Art, dass diese Ebenen -~- = 3-mal 

durch jede der 18 Geraden gehen. Es bleiben noch 45 — 6— 27 = 12 Ebenen, 
welche ausschliesslich die 18 Geraden jede zweimal enthalten. 

Nun muss jede der drei Geraden a,,* a ,o ia , die in derselben Ebene 
liegen , ausser den Geraden der obigen Matrix noch sechs Gerade schneiden, 
die von den beiden andern nicht getroffen werden; also werden die 18 Ge- 
raden durch eine oder die andere der Geraden a,, c 12 geschnitten. Ausser- 
dem werden aber auch drei Gerade wie a v b v c-, i3 , die sich nicht schneiden, durch 
die obigen Geraden ebenfalls geschnitten, ebenso OpO^o,, u. s. w. Mau 
kann daher die 18 Geraden in zwei neue Matrizen 















> 


c it> c n> c ss 


b 6> V 


C 4S 




C 16 ' c 9ß > C S8 



so vertheilen, dass die Geraden einer Colonne der ersten Matrix die Geraden 
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der entsprechenden Colonnen der zweiten Matrix treffen, und die Geraden 
einer Zeile der ersten Matrix die Geraden der entsprechenden Colonne der 
dritten Matrix. Dann ist leicht zu zeigen: 1. dass die Geraden einer Zeile 
der zweiten Matrix die Geraden der entsprechenden Zeile der dritten Matrix 
schneiden*, 2. das» die neun Goraden jeder der zwei letzten Matrixcn die 
Durchschnittageraden der Seitenflächen zweier conjugierter Trieder sind. 

Also: Jedes conjugierte Iriederpaar bestimmt zwei neue Pitare in der 
Art, dass die drei Paart ztceimal sämmtUche 27 Gerade enthalten. Natür- 
lich ist die Zahl dieser Gruppen von je drei conjugierten Triederpaaren gleich 

- 3 - = 40. 

262. Die 240Trieder haben 3.240= 720 Kanten A- und 240Scheitel t. Jede 
Kante k trifft die Flache F, in drei Puncten b, Durchschnitte der Geraden- 
paarc auf der Fläche. Man kann also sagen, die 135 Funde b, Scheitel 
der 45 Dreiecke, die von den 27 Geraden auf den dreifachen Tangentialebenen ge- 
bildet werden , sind zu drei und drei auf 720 Geraden k vertheilt, die sich zu 
drei und drei in 240 Puncten t schneiden. Dieselben 135 Functe liegen zu 
zehn und zehn auf den 27 Geraden von F y 

Betrachten wir den Punct b, der den Geraden «|,& 8 angehört. Durch 
jede dieser Geraden gehen ausser der Ebene a^ vier andere dreifache Tan- 
gentialebenen und dalier 16 Gerade k. Jeder Punct b ist also auf 16 Ge- 
raden k gelegen. 

Die Ebene <Zjly 13 schneidet die vier dreifachen Tangentialebenen, welche 
dar eh i 3 gehen, mit Ausnahme von a^, in vier Geraden k welche b s und c lt 
in acht Puncten b\ b" treffen. Auf jeder dieser vier Geraden k denke man sich 
den harmonischen Punct l von b in Bezug auf b'b" genommen, dann ge- 
hören die vier Puncto 1 der Polargeraden von b in Bezug auf den Kegel- 
schnitt an, der durch die Geraden b 3 c l3 gebildet wird, und Bie liegen auch 
auf der Quadripolarfläche von b in Bezug auf F y Die 16 Puncte (, ent- 
sprechend den 16 Geraden k, die von b ausgefien, liegen zu vier und vier 
auf vier Geraden vertheilt, die in vier Ebenen liegen, welche durch a l gehen und 
folglich auch auf vier anderen Geraden, die in vier Ebenen durch b^ liegen. 
Alle diese acht Gerade sind Generatrixen ein und desselben Hyperboloids, welches 
die Quadripolarßäche des Punctes b ist. Diese Quadrifläche geht offenbar 
durch die Geraden a x und b r 

263. Sei t der Scheitel eines Trieders, das aus dreifachen Tangential- 
ebenen gebildet ist (262). Dann schneidet die Quadripolarfläche von t nach 
F^ genommen jene Ebenen in den Polarkegelschnitten von 1 bezüglich der 
Dreiecke , welche von den Geraden von F 3 gebildet werden , die in diesen 
Ebenen liegen, das heisst, in Kegelschnitten, die bezüglich diesen Dreiecken 
umgeschrieben sind. Diese Dreiecke entstehen aber durch den Durchschnitt 
der drei betrachteten Ebenen durch die Seitenflächen des conjugierten Trieders 
(260), folglich treffen die Kanten dieses Trieders die Quadripolarfläche von 
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t in je drei Puncten. Mit andern Worten: Die Quadripolarfläche von I ist 
ein dem conjugierten Trieder umgeschriebener KegcL Also sind die ScJteitel 
zweier conjugiertcr Trieder entsprechende Puncte der Hessiana (183). 

264. Es ist früher bewiesen, daas jede Gerade, die auf F s liegt, so wie <Xj, 
eine Doppeltangente der Hessiana ist (171), und dass die Berührungspuncte 
q, a' die Doppclpunctc der Involution sind, welche auf a 1 durch die Kegel- 
schnitte bestimmt wird, in denen durch die Bitaugentialebenen, welche 
durch gehen, geschnitten wird. Da aber die Gerade a } auf F 3 liegt, so 
rouss die Quadripolarfläche jedes Punctes dieser Geraden durch diese selbst 
hindurch gehen, also liegen die Scheitel der Polarkegel von a, o, auf a,. 
Diese Scheitel sind aber auch Puncte der Hessiana, folglich ist o' der Scheitel 
des Polarkegels von a und umgekehrt; das heisst, die Puncte o, o' sind sied 
entsprechende Puncte der Hessiana. 

265. Eine beliebig gegebene Ebene E schneidet die Fundamentaldäche 
Fj in einer Curve C 3 der dritten Ordnuug. Die Kbene M, welche F^ in 
einem Puncte m von C 3 berührt, und die Polarebcnc von ra in Bezug auf 
die Hessiana treffen sich in einer Geraden, welche F % in den Wendcpuncten 
jr, g, \ des Schnittes dieser Fläche durch die Ebene M durchbohrt (200). 
Was ist nun der Ort der Geraden nur, mg, raf, wenn ra auf c f seiue I-age 
verändert? Zunächst ist die Curve 0 3 für den Ort dreifach, denn jeder Punct 
m dieses Ortes ist den drei Gcneratrixen mr, mg, wj gemeinschaftlich. Wir 
auchen zweitens, wieviele Gcneratrixen in die Ebeue E fallen. Die Polar- 
ebenen der Puncte m in Bezug auf die Hessiana treffen E in Geraden, deren 
einhüllende Curve von der 9-ten Classe ist (1)3). Die Tangenten dieser En- 
veloppe entsprechen einzeln den Tangenten von c 3 , denn die einen sowohl 
als die anderen entsprechen den Puncten dieser Curve ; und nach einen be- 
kannten Theorem ') ist die Ordnung des Ortes des gemeinschaftlichen Puncte* 
zweier entsprechender Tangenten gleich der Summe der Classen der beiden 
Enveloppen, nämlich 9^-6 = 15. Für diesen Ort sind die 12 gemein, 
schaftlichen Puncte von o 3 und der Hessiana Doppelpuncte, denn in jedem 
dieser Puncte treffen sich zwei unmittelbar folgende Tangenten von C 8 und 
die entsprechenden Tangenten der Enveloppo 9-ter Classe. Der Ort fünf- 
zehnter Ordnung schneidet also C 8 noch in 3.15 — 2.12 = 21 andern Puncten, 
von denen jeder ein den Puncten jr, g, j analoger Punct ist. Es folgt daraus, 
dass die Ebene E 21 zu mr, mg, m\ analoge Gerade enthält, und hieraus, 
dass der Ort dieser Geraden eine Fläche der Ordnung 3.3 -|- 21 =30 ist. 

Dieser Ort trifft eine beliebige Gerade g in 30 Puncten. Daraus folgt: 
Wenn der Punct m die Fläche F % mit der Jitdiugung durchläuft, dass eine 
der Geraden mjt, mg, Ol» die gegebene Gertule g schneidet , so ist tler Ort von 
tn eine Raumcurie der 30-stai Ordnung. 

i) Einleitung, Nr. S3 a. 
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Die«« Raumcurve geht, was auch g sei, durch die 135 Puncte i, in denen 
sieh die 27 Geraden der Fundamentalfläche zu zwei und zwei schneiden. In 
der That, betrachten wir die dreifache Tangentialebene, welche die Geraden 
°i> *2> c is en ^ält, so geht die Polarebene des Punctes a.o, in Bezug auf 
die Hessiana durch c.« l ), und jede durch diesen Punct so gezogene Gerade, 
dass sie c J2 schneidet, ist eine zu mjt analoge Gerade. Nun trifft die Ebene 
°A C 12 einc beliebige Gerade g, also geht die Raumcurve 30-ster Ord- 
nung, in Bezug auf diese Gerade, durch den Punct a,©,. Daher trifft die 
Raumcurve, um die es sich handelt, jede der 27 Geraden von F % in zehn 
Puncten. 

Hieraus folgt, wenn man die cubische Fläche auf einer Ebene in der 
oben (231) angegebenen Weise abbildet, dass dann die Plancurve, welche die 
Raumcurve 30-ster Ordnung in Bezug auf g darstellt, ebenfalls von der 30- 
sten Ordnung ist, zehnmal durch jeden Fundamentalpunct geht und in den- 
selben die den Geraden b und c von F 9 entsprechenden Linien berührt. 
Also (233, 245) iet die Raumcurve der vollständige Durchschnitt von F 9 mit 
einer Fläche 10-ter Ordnung. 

Es gibt also eine unbegrenzte Zahl von Flächen 10-ter Ordnung, welche 
durch die 135 Puncte b gehen. Das vollständige System dieser Puncte ist 
durch den Durchschnitt irgend einer dieser Flächen mit den 27 Oeraden von 
P t gegeben, 

266. Wir wollen jetzt noch eine Eigenschaft des Schnittes der Hessiana 
durch eine beliebige Ebene E auseinandersetzen. 

Diese Ebene schneidet die Fundamentalfläche F t in einer cubischen 
Curve o,; es sei o einer der Pole von E in Bezug auf F,, der nicht auf £ 
liegt. Weil nun der Kegel oc, die Fläche F s in einer Plancurve c 3 trifft, 
80 schneidet er dieselbe Fläche noch in einer Raumcurve sechster Ordnung, 
die auf einer Quadrifläche liegt (40). Da die Fläche F 3 dem durch den 
Regel oc, und den susammengesetzten Ort gebildeten Büschel ange- 

hört, so geht die Quadripolarfläche eines beliebigen Punctes t in Bezug auf 
F s durch den Durchschnitt des Polarkegels 0C a in Bezug auf den Kegel 
0C 3 mit der Quadripolarfläche in Bezug auf E<$ r Wird i auf der Ebene 
E genommen, so ist die Quadripolarfläche von i in Bezug auf E$ t das System 
zweier Ebenen, deren eine E ist, und die andere <£, ist die Polarebene von 
i in Bezug auf <£ r Folglich geht die Quadripolarfläche von i in Bezug auf 



1) Dies ergibt sich aus dem allgemeinen Theoreme (200) und auch aus fol- 
gender Ueberlegung: Die Tier DurchschnitUpnncte der Hessiana mit dor Geraden 
a, sind in xwei Berfihrangspuncte a, a' vereinigt, und folglich fallt der harmonische 
Mittelpunet dieser vier DurcbschnitUpuncte in Bezug auf den Pol afa mit dem 
Puncte 0\C lt zusammen, dem harmonisch conjugierten Puncte von a i b i in Bexug 
auf die Puncte o> o'. Ebenso rerhalt es sich für 6 Jf also u s. w. 

Cbfmova, Ob«rflich«n. 14 
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F 3 durch die beiden Durchschnittskegelsehnitte des Kegels 0C a mit den Ebenen 
£ und <£ v Der erste dieser Kegelschnitte ist offenbar 0. 2 , erste Polare von 
i nach c 3 ; der andere ist ein Gcradenpaar, weil die Ebeue durch o 
geht 1 ). Wenn nun aber ( £ l den Kegel oc 3 berührte, so wäre die Quadri- 
polarfläche von i nach t\ genommen ein Kegel , und i würde auf der Hes- 
eiana liegen. Also ist die Durchschnittscurcc der llesaiana mit der Ebene E 
der Ürf eine* Puncte«, dessen Polarebene in Bezug auf die Quadrißäche <? 9 
die conUvhe Polarcurve in Bezug auf die eubüche Curre c, berührt. 

Auf folgende Wei.se kann man zeigen, dass dieser Ort von der vierten 
Ordnung ist. Die Polarkcgelschnitte der Puncte einer Geraden g auf E in 
Heutig auf C 8 und die Polargeraden derselben Puncte in Bezug auf den 
Kegelschnitt (J^S^) bilden zwei projectivische Büschel, welche eine eubiache 
Curve erzengen, die durch den Pol von g in Bezug auf den Kegelschnitt 
(/-^p ) geht. Durch diesen Pol kann man vier Tangenten an dit eubische 
Curve legen, es gibt also vier Gerade des zweiten Büschels, welche die ent- 
sprechenden Kegelschnitte des ersten Büschels berühren, daher enthält g vier 
Puncte des Ortes. 



C A P 1 T E L VII. 

CLASSIFICATION DER FLÄCHEN DRITTER ORDNUNG 
MIT RÜCKSICHT AUF DIE REALITÄT DER SIEBEN- 
UNDZWANZIG GERADEN. 

267. Wir haben bewiesen, dass wir durch die 27 Geraden einer allge- 
meinen Fläche F 3 dritter Ordnung 120 enjugierte Triederpaare legen können 
(2G0), und dass umgekehrt die Fläche construiert werden kann, wenn zwei 
conjugierte Trieder und ein Punct der Fläche gegeben sind (221). Daraus 
folgt, dass, abgesehen von der Realität der gegebenen oder gesuchten Ele- 



>) Die Polnrebcne von o in Boing den Kegel 0C 8 ist unbestimmt, und o hat 
also dieselbe Polnrebcne E in Bezog anf /' 3 und in Bezog auf den zusammenge- 
setzten Ort A'(f s . Dio Ebene E ist daher die Polarflache von 0 in Bezug auf <$ Y und 
folglich geht die Polarebene eines beliebigen Punctea von E io Bezog auf die näm- 
liche Quadrifläche durch 0. 
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mente, es möglich ist, eine beliebige cnbische Fläche mit Hilfe zweier Trieder 
auf die früher (221) gegebene Weise zu erhalten. Wir wollen jetzt auf die 
Realität oder Nichtrealität der 27 Geraden einer reellen cubischen Fläche 
Rücksicht nehmen. Indem wir die beiden Trieder zu bilden suchen, 'die 
die Fläche zu erzeugen genügen, werden wir ganz natürlich auf die Classi- 
fication der allgemeinen reellen eubischen Flächen nach der Methode Schäflis j ) 
gelangen. 

Um zwei conjugierte Trieder zu construieren, die einen reellen Complex 
bilden , genügt es zwei dreifache Tangentialebenen T t T zu findeu (260), 
die reell oder imaginär conjugiert 6ind, und sich in einer notwendigerweise 
reellen Geraden schneiden, die nicht auf der Fläche liegt. Die drei Geraden 
der Fläche auf T und die drei in T' enthaltenen Geraden schneiden sich zu 
zwei und zwei in den drei Puncten, in denen die Gerade TT' die Fläche 
durchdringt und bestimmen auf diese Weise drei Ebenen 5,6', 6", diesämmt- 
lich reell sind, oder wenigstens die eine reell und die beiden andern ima- 
ginär conjugiert, genau wie die genannten drei Puncte. Jede dieser Ebenen 
6 schneidet die Fläche in einer andern Geraden, und diese drei neuen Ge- 
raden liegen in einer einzigen reellen Ebene T". Die beiden Tripel von 
Ebenen TTT'\X&.%" bilden die gesuchten Trieder. 

Nun behaupte ich, das«, solange die Fläche als reell vorausgesetzt wird, 
es immer möglich ist, zwei dreifache Tangentialebenen zu finden, welche der 
vorgeschriebenen Bedingung genügen. Dies ist klar, wenn die 27 Geraden 
sämmtlich reell sind; wir nehmen deshalb an, es gäbe imaginäre Gerade, die 
natürlich zu zwei und zwei imaginär conjugiert sind. 

Zunächst seien a { ,6 3 zwei imaginär conjugierte Gerade, die in der- 
selben Ebene °) liegen, die reell sein muss, dann gehen durch Oj vier andere 
imaginäre Ebenen und durch b 3 ihre Conjugierten. Zwei dieser conjugierten 
Ebenen, eine durch a x und die andere durch b r gentigen offenbar der Aufgabe. 
Denn die beiden Ebenen gemeinsame Gerade kann nicht auf der Fläche liegen, 
da andernfalls drei Gerade sich in demselben Puncte der Fläche schneiden 
müssten, der also für die Fläche ein Doppel pnnet wäre. 

Seien zweitens b % ,b 3 zwei imaginäre conjugierte Gerade, die nicht in 
derselben Ebene liegen; o,, a v a & , a c , r 83 die fünf Geraden, welche dieselben 
schneiden, und die einen reellen Complex bilden. Es muss also unter den- 
selben eine ungerade Zahl reeller Geraden geben. Sind die fünf Geraden 
sämmtlich reell, so geht durch jede von ihnen wenigstens eine reelle Ebene; 
unter diesen fünf Ebenen ist es nun immer möglich, zwei auszuwählen, welche 
der verlangten Bedingung Genüge leisten. Sei in der That a,AjC u die reelle 
Ebene durch a 1 ; wäre dann die Ebene e 2 8 c ]s c M oder die Ebene <" 23 c 16 c 44 



1) On the distribution of turface* of the third order into Speeles ete. (Pbi- 
losophic&l Transactions 1S63). 

*) Man lese stets dreifache Tangentialebene. 

14» 
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reell, so hätte man schon die beiden gesuchten Ebenen. Wäre dagegen nur 
die Ebene e n e u e M durch c J8 reell, so müsste die Gerade <? M , da sie auf zwei 
reellen Ebenen lüge, reell sein. Also ist auch eine reelle Gerade und 
daher wäre die Ebene o 6 * 6 o ß6 reell. Somit würden die Ebenen ofae^, a^c^ 
das verlangte Paar bilden. 

Gibt es unter den fünf Geraden, die £„ und b g schneiden, zwei imaginär 
conjugierte o,,f 2 3, so sind die Ebenen 0^3, & 3 c n imaginär conjugiert und 
schneiden sich in einer Geraden, die nicht auf der Fläche liegt 

Wir schliessen daher, dass jede reelle allgemeine Fläche dritter Ordnung 
mit Hilfe zweier Trieder gebildet werden kann, welche folgende drei Fälle 
darbieten. 

1. Die Trieder sind aus sechs reellen Ebenen gebildet; 2. das eine 
Trieder ist vollständig reell, während das andere aus einer reellen Ebene und 
zwei imaginär conjugierten Ebenen besteht; 3. jedes Trieder besitzt eine 
reelle Ebene und zwei imaginär conjugierte Ebenen. 

268. Ebsteb Fall. Da die beiden Trieder von sechs reellen Ebenen 
gebildet werden, so schneiden sich diese in neun reellen Geraden: 

h i » h » *s 5 
C 13 ' c z\ » c u- 

Das reelle durch die drei Geraden b l ,b i , £, bestimmte Hyperboloid schneidet 
die cubische Fläche in drei neuen Geraden a 4 ,a 8 ,a e (258), die entweder 
sämmtlich reell sind, oder die eine reell die beiden andern imaginär conju- 
giert. Wir unterscheiden beide Fälle. 

a) Die Geraden a 4 ,o 6 ,a fl sind reell. Dann geben die Ebenen 

*2°4 > ^J°5 » *J°6 » 

neun weitere reelle Gerade: 

C *4' C 36' C 36 » 

und die Ebenen 

C IS c 24 ' e u c » ' C 1S C 16 
fl 8 c 3l» °8 C 35» °3 C 36 

schneiden die Fläche in sechs neuen reellen Geraden: 

Ct6> C it ,e 4S'> 

\. h' h • 

In dietem Falle hol man alto 27 redU Gerade. 
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ß) Es sei a 5 eine reelle Gerade und a 4 , <* 6 imaginär conjugiert. Die 
reellen Ebenen 

Va • Va • Vs 
geben drei weitere reelle Gerade: 

c » • Sa ' c » » 

and die reellen Ebenen 

geben zwei andere reelle Gerade: 

Die imaginär conjngierten Ebenenpaare 

b i a 4 ' Vs * 

geben die imaginär conjngierten Geradenpaare: 

C U' C 16 J 
C S4 ,C W ; 

Endlich geben die imaginär conjngierten Ebenenpaare 

Vm' Vi6 ; 

C 83 C H ,C 2* C 16 

zwei andere Paare imaginär conjugierter Geraden: 

b b 

C 66' C W 

Man hat also 15 reell« Gerade und 15 reelle Ebenen: 3 reelle Ebenen durch 
jede reelle Gerade und 3 reelle Gerade in jeder reellen Ebene. Zwei imaginär 
conjugierte Gerade schneiden sich nicht. 

269. Zweiter Fall. Ein Trieder ist vollständig reell, das zweite hat 
eine reelle Seitenfläche, die beiden andern sind imaginär conjngiert. Die 
Ebenen des ersten Trieders werden von der reellen Seitenfläche des zweiten 
in drei reellen Geraden: 

geschnitten, und von den imaginären Seitenflächen desselben Trieders in drei 
imaginär conjugierten Geradenpaaren: 

V c t»> 

V °i ; 

V e W 
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Die imaginär conjugierten Hyperboloide, die durch die Geraden (b^b^b^), 
C 2S' a i) bestimmt sind, schneiden die eubische Fläche in zwei Tripeln 
imaginärer Geraden 

<V V °6> ' < C 14' C 16« C K>» 

die zu zwei und zwei conjugiert sind. Dieselben bestimmen drei Ebenen 
a 4 c w a s c \&> °« c i6' unterscheiden zwei Fälle, jeuachdem diese drei 

Ebenen säraratlich reell sind, oder nar eine reell und die beiden andern ima- 
ginär conjugiert. 

a). Die drei Ebenen sind reell , und also enthält jede von ihnen zwei 
conjugierte Gerade: 

V C 16' 



Die imaginär conjugierten Ebeneopaare 

*«V Vl4 J 
*»V Vl6 5 

liefern die sechs conjugiert imaginären Geradenpaare : 

e tt> c 64' 

e, 



44» V 



r. 



c a«' V 

die in sechs reellen Ebenen liegen, von denen die drei ersten durch c„, die 
drei andern durch a z gehen. 

So haben wir in diesem Fallt 3 reelU Gerade und 13 reelle Ebenen, von 
denen eine die 3 reellen Geraden enthüll. Die andern gelten zu 4 und 4 durch 
eben diese 3 Geraden. Zwei imaginär conjugierte Gerade liegen stets in einer 
{reellen) Ebene. 

ß). Die sechs imaginären Geraden « 4 , a & , .. ., <*, $ seien auf folgende Art 
conjugiert: 

fl 4 • C 14 ' 
°6 ' e ib ' 



I 
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woraus folgt, dass die Ebene c 4 r yi reell ist, während o r> r 15 , <i € r |e zwei ima- 
ginär conjugierte Ebenen sind. Nun geben die imaginär conjugierten Ebe- 
nenpaare 

VV e S J C 14* 

V.» Via« 

die sechs imaginär conjugierten Geradenpaare: 

c n> c 5« ; 

C 3*' *4« 

C 85' V 
C 86* C «4 ; 
C 8C 6 4» 

von denen nur die beiden ersten aus Geraden, die sich schneiden, gebildet 
sind, indem sie so die reellen Ebenen c ii c w ,c u b i bilden, die bezüglich durch 
c i3> °s geben. 

Dieser Fall bietet also 3 reelle Gerade und 7 reelle Ebenen. Eine dieser 
Ebenen enthält die 3 reellen Geraden, die andern gehen zu 2 und 2 durch eben 
diese Geraden. Unter den imaginär conjugierten Geraden gibt es 6 conjugierte 
Geradenpaare, die sieh schneiden, und 6 andere conjugierte Geradenpaare, 
die sich nicht schneiden. 

r 

270. Dbittkb Fall. Jedes der beiden Trieder besitzt eine reelle und 
zwei imaginär conjugierte Seitenflächen. Die reelle Ebene des ersten Trieders 
schneidet die Ebenen des zweiten Trieders in einer reellen Geraden: 

und zwei imaginär conjugierten Geraden: 

a % > c is ■ 

Die reelle Ebene des zweiten Trieders trifft die imaginären Seitenflächen 
des ersten Trieders in zwei imaginär conjugierten Geraden: 

«, , < „, 

und die imaginären Ebenen beider Trieder treffen sich gegenseitig in zwei 
Paaren imaginär conjugierter Geraden : 

Hierbei treffen sich die Geraden desselben Paares nicht. 
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Dm durch die Geraden * lf i, bestimmte reelle Hyperboloid schneidet 
die eubiftche Fläche in drei neuen Geraden a 4 ,a 6 ,a c , für die man awei rer- 
schiedene Fälle zu unterscheiden bat: 

a) Wenn die Geraden 

alle drei reell sind, so geben die reellen Ebenen 

drei andere reelle Gerade: 

Die imaginär conjugierten Ebenen 

dagegen liefern die drei imaginär conjugierten G er adenpaare : 

C 94 » c h '' 
c »' e ss ; 
c ae' e s«' 

und die imaginär conjugierten Ebenen 

Vi5' c a e i5 ; 
Vw e si c i« 

ergeben drei andere Paare imaginär conj agierter Geraden: 

V W 

Man erhält so 7 reelle Gerade und 5 reelle Ebenen. Diese fünf Ebenen 
gehen durch eine Gerade; es gibt 3, von denen jede 2 andere reelle Geraden 
enthält, während jede der 2 andern Ebenen 2 imaginär conjugierte Gerade 
enthält. Die imaginär conjugierten Geraden der 8 andern Paare schneiden 
sich nicht. 

ß) Wenn 

eine reelle Gerade und 

zwei imaginär conjugierte Gerade sind, so gibt die reelle Ebene *,a 4 eine 
dritte reelle Gerade: 

C 14 » 
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und die imaginär eonjugierten Ebenen 

geben die Tier Paar imaginär conjugierte Geraden: 

C 16' c i6' 
C W e H > 

C S4 # 

Die imaginär eonjugierten Ebenen 

Vu' C 2» C M ! 

Vl5' e » c is 

geben endlich die drei Paar imaginär conjugierter Geraden: 

V ««' 

Man kommt somit anf einen schon betrachteten Fall zurück (Zweiter Fall, fl). 

271. Wir können also scbliessen, data die allgemeine Fläche dritter Ord- 
nung nur fünf verschiedene Arten zulässt unter Berücksichtigung der Realität 
der 27 Geraden, nämlich: 

1. Art: 27 reelle Gerade und 45 reelle Ebenen, 

2. Art: 15 „ „ „ 15 „ „ , 

3. Art: 7 „ „ „ 5 „ „ , 

4. Art: 8 „ „ „ 7 „ „ , 

5. Art: 3 „ „ „ 13 „ . 

Man kann für jede Art die Zahl der Doppelsechs verlangen, die durch 
zwei reelle oder imaginär conjugierte Sechstupel gebildet sind. Mit Hilfe 
der Tabelle, die wir oben (229) gegeben haben, findet man leicht Folgendes: 

Erste Art. — Alles ist reell. 

Zweite Art. — Es gibt 15 reelle Doppelsecly, von denen jedes Sechs- 
tupel reell ist und aus 4 reellen und 2 imaginär eonjugierten Geraden ge- 
bildet wird. Es gibt ein anderes reelles Doppelsechs, dessen Sechstupel 
imaginär conjugiert sind. 

Dritte Art. — Es gibt 6 reelle Doppelsechs, von denen jedes Sechs- 
tupel reell ist und aus 2 reellen Geraden und 2 imaginär eonjugierten Ge- 
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radenpaaren besteht. Es existieren 2 andere reelle Doppelsechs, von denen 
jedes zwei imaginär conjugierte Sechstnpel besitzt. 

Vierte Art. — Es gibt nur ein reelles Doppelsechs, das aus zwei reellen 
Sechstupeln besteht. Jedes Sechstupel enthält 3 Paar imaginär conjugierter 
Geraden. Ausserdem gibt es 3 reelle Doppelsechs, die aus imaginär con- 
jugierten Sechstupeln zusammengesetzt sind. 

Fünfte Art, — Es gibt kein reelles Sechstupel, sondern nur 12 reelle 
Doppelsechs, die sämmtlich aus je zwei imaginär conjugierten Sechstupeln 
zusammengesetzt sind. 

272. Wir haben oben (234) gesehen, dass eine eubische Fläche im All- 
gemeinen mit Hilfe dreier projectivischer Ebenennetze erzeugt werden kann. 
Bei dieser Erzeugungsweise leitet man die 27 Geraden aus den sechs Puncten 
o,, a 2 , o 3 , o 4 , o 5 , o 6 ab, in denen eine Ebene E durch eine gewisse Raum- 
curve sechster Ordnung getroffen wird. In der That entsprechen die 27 Ge- 
raden (226) den sechs Puncten : 

°i » °j » °8 » a 4 » °& » n 6 » 

den sechs Kegelschnitten: 

SSVöV SSVsV SSSVe» VaWV SVaSV VaWs 
und den fünfzehn Geraden: 

SV °sV SS SS« SS' SS 

Ö lV SS« 0 1 0 6' SS' SS' SV SS' S tt 5' SS • 

Da der Complex der drei Netze als reell vorausgesetzt ist, ebenso wie 
die Ebene E, so ist das System der sechs Puncto a 1 Q 8 a 3 a 4 a s a e ebenfalls reell, 
und man kann daher folgende Fälle unterscheiden : 

1. Wenn die Puncte sämmtlich reell sind, so sind sämmtliche 27 Ge- 
rade reell (Erste Art). 

2. Sind vier Puncte reell und die beiden andern imaginär conjugiert, 
so erhält man 4 + 4 + 6+1 = 15 reelle Gerade, die andern sind imaginär 
und zwar treffen sich je zwei conjugierte Gerade nicht (Zweite Art). 

3. Sind zwei Puncte reell und die beiden andern paarweise imaginär 
conjugiert, so erhält man 2 + 2 + 1 + 2 = 7 reelle Gerade, 2 Paar imaginär 
conjugierte Gerade, die sich schneiden, und 8 Paar imaginär conjugierte 
Gerade, die sich nicht treffen (Dritte Art). 

4. Sind die sechs Puncte sämmtlich imaginär und paarweise conjugiert, 
so hat man 1 + 1 + 1=3 reelle Gerade-, G Paar imaginär conjugierte Ge- 
rade, die sich schneiden, und 6 Paar imaginär conjugierte Gerade, die sich 
nicht treffen (Vierte Art). 

Et ist niclU möglich die fünfte Art mittelst dieser Erzewpiugsxeeise zu er- 
halten. Dies entspringt auch aus der Bemerkung, dass bei der fünften Art 
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kein reelles Sechstupel existiert ; während die Erzeugung mittelst dreier pro- 
jectivischer Netze (deren Complex reell iat> , uns auf ein Doppelscchs führt, 
dessen Sechstupel (durch die Geraden gebildet, welche den sechs Puncten 
und den sechs Kegelschnitten entsprechen) nothwendigerweise reell sind >)• 

Wir wollen jetzt zu beweisen versuchen, dass, obgleich die Erzeugung durch 
projectivische Netze nur die vier ersten Arten ergibt, es eine andere Erzeugungs- 
weise gibt, die geeignet ist', alle fünf Arten zu liefern. Hierzu müssen wir 
aber vorher die möglichen Fälle diacutieren, die bei dem Durchschnitt zweier 
Quadriflächen eintreten können, die sich in keinem Puncto berühren. 

273. Zwei Flächen zweiter Ordnung, dio keinen Berilhrungspunct haben, 
schneiden sich in einer Raumcurve vierter Ordnung, dnreh welche vier Quadri- 
kegcl gehen. Die Scheitel dieser Kegel sind zugleich die Scheitel des allen 
durch die Raumcurve gehenden Quadritiächen gemeinsamen conjugierten 
Tetraeders. Diese Flächen bilden ein Büschel, das heisst, durch einen belie- 
bigen Punct jr des Raumes uud durch die Raumcurve geht eiue einzige 
Quadrifläche. Die beiden geradlinigen Generatrixen dieser Fläche, die durch 
X gehen, sind die beiden Geraden, welche man vom Puncto jr aus so ziehen 
kann, dass sie die Curve zweimal schneiden. 

Jeder Kegel der durch die Raumcurve geht und seinen Scheitel in einem 
Puncto der Curve bat, ist dritter Ordnung und folglich ist die Ccntralpro- 
jection der Raumcurve auf einer Ebene, wenn das Auge auf der Curve an- 
genommen ist, eine allgemeine Curve dritter Ordnung. 

Aus den Eigenschaften dieser ebenen Porspectivcurve kann man eine 
grosse Zahl von Eigenschaften der Raumcurve vierter Ordnung (und vom 
Geschlecht 1 (237)) herleiten. Z. B.: Durch einen beliebigen Punct der eubi- 
schen Plancurve kann man an dieselbe vier Tangenten ziehen, deren Doppcl- 
verhältniss constant ist :Doppelverhältniss der eubischen Plancurve). Man kann 
folglich durch jede Gerade, welche auf der Raumcurve in zwei Puncten o, o' 
aufsteht, an dieselbe vier Tangentialebenen legen. Ist o das Auge und man 
lässt o' sich bewegen, so bleibt das Doppelverhältniss dieser vier Ebenen 
unveränderlich, und wird also auch nicht variieren, wenn o' fest ist und o 
veränderlich. Das Verhältniss bleibt also auch dann dasselbe, wenn man 



l) Betrachtet man eine eubische Flache F t als gemischte Polarflache zweier 
Ebenen E, E' in Bezug auf eine FundamcnUlflache derselben Ordnung (187) , so 
kommt man auf ein DoppeUechs, dessen Geraden den Durchschnitten der gegebenen 
Ebenen mit iwei Raumcurren xeebster Ordnung bezüglich entsprechen. Sind die 
gegebenen Ebenen imaginär conjugiert, so ist es ebenso mit den beiden Sechstupeln 
und folglich könnto es möglich scheinen, dass man auf diese Weise auch die fünfte 
Art erhalten könnte. Diese Illusion verschwindet aber sogleich, wenn man beachtet, 
dass die homologen Oeraden zweier Doppelsecha , die imaginär conjugiert sind, 
sich nicht schneiden, während bei der fünften Art zwei imaginär conjugierte Gerade 
stets in derselben Ebene liegen. 
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die Sehne oo' auf irgend welche Weise verrückt Daraus folgt, dass, wenn 
das Auge die Raumcurve durchläuft, du Doppelverhältniss der cubischen 
Perspec tivcnrve consttnt bleibt. Man kann dieser conatanten Zahl den Namen 
Doppelverhältniss der Raumcurve geben. 

274. Man kann eine Ranmcurve c 4 vierter Ordnung (Geschlecht 1) als 
unvollständigen Durchschnitt einer Fläche S zweiter Ordnung und eines 
Kegels K dritter Ordnung ansehen, dessen Scheitel o ein Puncl von c. ist. 
Die beiden Generatrixen von S, die durch o gehen, schneiden die Raumcurve 
nochmals und gehören also auch dem Kegel K an; das beisst, sie bilden 
mit o 4 den vollständigen Durchschnitt der Orte S und K. Die Ebene. dieser 
Generatrixen berührt S in o und enthält also die Tangente t von c 4 in diesem 
Puncto, eine Gerade, die ebenfalls eine Generatrix des Kegels K ist. Die 
Osculationsebene von o 4 in o schneidet die Curve in einem andern Puncto o', 
also berührt diese Ebene den Kegel K längs t und schneidet ihn b der Ge- 
raden oo'. 

Liegt das Auge in o, so ist die Centralprojection von o 4 eine eubischo 
Curve (Basis des Kegels K). Es sei v die Spur von t auf der Zeichnungs- 
ebene, dann sind die Tangenten der cubischen Plancurve, die von n» ausgehen, 
die Spuren der vier Tangentialebenen von o 4 , die man durch / legen kann. 
Nun berühren diese Ebenen die Raumcurve in zwei Puncten, von denen einer 
o ist, sie gehen also bexüglich durch die Scheitel der vier Quadrikegel, auf 
denen c 4 liegt, da diese Kegel die vollständige Enveloppe der Bitangential- 
ebenen von o 4 bilden. Folglich haben wir den Satz : Das Doppelverhältniss 
von vier Ebenen, welche o 4 in einem beliebigen Punctc berühren und bezüglich 
durch die Scheitel der vier Quadrikegel gehen, ist gleich dem Doppelverhält- 
niss der Raumcurve und ist also eine constante Zahl. 

275. Umgekehrt kann eine gegeb eneeubische Plancurve als Centralpro- 
jection einer Raumcurve vierter Ordnung (Geschlecht 1) angesehen werden, 
die durch den Augenpunct o geht. Sei » ein beliebiger Punct der cubischen 
Plancurve, und es schneide eine durch w gezogene Gerade die Curve in zwei 
andern Puncten », ,tt 3 , dann trifft der Kegel, dessen Scheitel der Punct 0 
ist, und dessen Basis die eubische Plancurve darstellt, eine beliebig durch 
die Geraden om { , 00», gelegte Qiiadrinache in einer Raumcurve vierter Ord- 
nung, welche in 0 von der Geraden 0» berührt wird. 

276. Sind die beiden Quadriffächen (273) reell, so kann ihr Durch- 
schnitt reell oder imaginär sein. Unter der ersten Voraussetzung, besteht 
er entweder in einem emsigen Zug (aus einem Stück), oder er kann auch der 
Complex zweier zusammengehöriger Züge (Stücke) «ein, welche keinen Punct 
gemein haben, selbst nicht in unendlicher Entfern mg. Wir müssen diese 
drei Fälle separat untersuchen. 
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277. Ist der Durchschnitt c 4 zweier Quadriflächen eine monogrammische 
Curve (das heisst mit einem Zug), so besteht ihre Perspectivcurre (das Auge 
liegt immer in einem Puncte der Rauracurve) auch aus einem Zuge, das 
heisst, sie bildet eine Schlangenlinie mit drei Wendepuncten *). Man weiss 
nnn aber *), daas eine solche cubische Plancurve ein imaginäres Doppelverhält- 
niss hat, das heisst mit andern Worten, durch einen beliebigen Punct der 
cubischen Curve kann man an dieselbe nur zwei reelle Tangenten ziehen. 
Also (274) gibt es unter den vier Tiingentialebenen von C 4 in einem belie- 
bigen ihrer Puncte, die bezüglich durch die Scheitel der vier Quadrikegel 
gehen (welche den Büschel angehören, dessen Basis c 4 ist), nur zwei relle, 
das heisst, von den vier Kegeln sind nur zwei reell. 

Aus der Eigenschaft der cubischen Perspectivcurve nur zwei reelle Tan- 
genten von einem beliebigen ihrer Puncte zuzulassen, folgt ausserdem, dost 
man durch jede auf <$ 4 in zwei reellen, verschiedenen oder zusammenfallenden 
Funden au/stehende Gerade an diese Curve zwei und zwar nur zwei reelle 
Tangentialebenen legen kann. Nach dem Gesetze der Continuität besteht diese 
Eigenschaft auch noch für eine Gerade, die auf C 4 in zwei imaginär conju- 
gierten Puncten aufsteht. 

Das conjugierte Tetraeder hat zwei reelle Scheitel und folglich zwei 
reelle Seitenebenen. Jede reelle Ebene enthält einen reellen Scheitel. Also 
schneidet jede reelle Seitenfläche c 4 in zwei reellen Puncten, das heisst, sie 
schneidet den Quadrikegel, dessen Scheitel auf dieser Seitenfläche liegt in 
zwei Geraden, von denen eine den Schnitt des andern Kegels in zwei reellen 
Puncten trifft 

Die reellen Kegel zweiter Ordnung, die durch c 4 gehen, bilden die 
Grenze zwischen den windschiefen Flächen und den nicht geradlinigen Flächen 
des Büschels, dessen Basis c 4 ist. Im vorliegenden Falle ist es leicht zu 
sehen, datt jede Quadriflüche des Büschels , welche durch einen Punct de» 
Räumet außerhalb oder innerhalb beider reeller Kegel geht, windschief ist, 
während die Quadriflüche, die durch einen beliebigen Punct des Räumet inner- 
halb da einen Kegelt und ausserhalb des andern geht, keine Regelfläche ist. 

278. Der Durchschnitt 0 4 sei jetzt eine digrammitche Curve (das heisst, 
aus zwei Stücken). In diesem Falle ist die cubische Perspectivcurve aus 
einem Oval *) und einer Schlangenlinie mit drei Wendepuncten zusammen- 
gesetzt. Es sei » auf der Zeichenebene die Spur der Geraden, welche 0 4 
im Augenpuncte o berührt (275), dann sind die von n> an die cubische Curve 
gezogenen Tangenten die Spuren der vier Ebenen, welche C 4 in o berühren 

1) Wir betrachten die Stetigkeit der Curve durch den Durchgang durch das 
Unendliche nicht unterbrochen. Eine typische Form dieser Gattung von eubisohea 
Plaacurren ist Nbwtox's parabola pura (Enumeratio Unearum tertii ordinis). 

>) Oioroale di Matematiche, T. 2.° (Napoli 1864) p. 78. 

9) Wir wenden diese Benennung nach Bkllavitis auch auf hyperbolische und 
parabolische Formen an. Ein« typische Form dieser Gattung ist Nawroa's para- 
bola eampaniformis cum ovali. 
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und bezüglich durch die Scheitel des conjugierten Tetraeders gehen (274). 
Nun sind die vier Tangenten der cubischen Curve, die von m ausgehen, alle 
imaginär oder alle reell, je nachdem dieser Punct dem Oval oder der Schlangen- 
linie angehört; also sind die ScJieilel des conjugierten Tetraeders (das heiast, 
die Scheitel der vier Quadrikegel die durch C 4 gehen) »ämmtlich imaginär 
oder sämmtlich reell, jenacftdem das Perspecticbild des Zuges auf welchem 
das Auge gedacht wird, ein Oval oder eine ScJdangenlinie ist. 

Es folgt daraus, das», wenn die Curve c 4 gegeben ist, das Perspectiv- 
bild des Zuges, auf dem das Auge sich berindet, was auch der gewählte 
Zug ist, immer ein Oval oder immer eine Schlangenlinie ist. Wir haben 
also zwei Fälle zu unterscheiden jenachdem das conjugierte Tetraeder voll- 
ständig reell oder vollständig imaginär ist. 

279. iBt das Tetraeder ganz imaginär, ist also n ein Punct des Ovals, so 
schneidet eine boliebige, durch den Punct des Auges gelegte Ebene die Curve C 4 
in drei weitern Puncten (von denen zwei imaginär werden können), und ihre 
Perspectivbilder gehören entweder sämmtlich der Schlangenlinio an, oder 
einer gehört diesem Zweige an, und die beiden andern dem Oval. Trifft also eine 
Ebene die C\trve o i in vier reellen Puncten, so gehören drei dieser Puncte ein und 
demselben Zuge an und der vierte dein andern Zuge; trifft aber eine Ebene die Curve 
C 4 nur in twei reellen I'uncten , so liegt davon stets auf jedem Stücke ein 
Punct. Daraus folgt, dass eine Tangentialebene in einem Puncte die Curve 
in zwei weitern Punclcn schneidet, die auf verschiedenen Stücken liegen; 
dass eine Osculationsebene des einen Stückes das andere Stück schneidet, 
und dass keine reelle Ebene existiert, welche die Curve in zwei Puncten 
berührt oder dieselbe in vier sämmtlich imaginären oder sämmtlich zusammen- 
fallenden Puncten trifft. 

Weiter folgt aus dem eben für die eubische Perspectivcurve Bemerkten, 
dass durch keine Gerade, welche auf der Curve in ztcei (reellen oder imaginär 
conjugierten) Puncten desselben Stückes aufsteht, eine reelle Tangentialebene 
geht, welche noch anderswo die Curve berührt, und dass durch jede Gerade, 
die auf beiden Stücken aufsteht, sich immer vier reelle Tangentialebenen legen 
lassen. 

Ist ein Tetraeder einer Quadrifläche conjugiert, so trifft jede Generatrix 
der Fläche, wenn sie eine Kante schneidet, auch die Gegenkante, und folg- 
lich enthält die Fläche die vier Geraden, in denen sich die vier Tangential- 
ebenen schneiden, welche man durch zwei Gegenkanten legen kann. Wenn 
das Tetraeder (wie wir jetzt voraussetzen wollen) aus zwei Paar imaginär 
conjugierten Ebenen besteht, so gibt es nichtsdestoweniger zwei reelle Gegen- 
kanten, von denen jede der Durchschnitt zweier Tangentialebenen der Fläche 
ist. Diese Ebeuen sind aber reell, denn sie müssen mit zwei Seitcnebeuen 
des Tetraeders, die imaginär conjugierte Ebenen sind, ein harmonisches Sy- 
stem bilden. Folglich sind die vier Durchschnittsgeraden der beiden Paare 
von Tangentialebenen reell, und also die Fläche windachief. 
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Somit sind im gegenwärtigen Falle alle durch o. geltenden Quadriflächen 
tvindschief, das hebst, durch jeden Punct des Raumes kann man zwei reelle 
Gerade legen, welche die Curve zweimal schneiden, und zwar mindestens die 
eine in zwei reellen Puncten. 

280. Wir setzen jetzt voraus, unsere digrammische Raumcurve c 4 ent- 
spreche einem völlig reellen conjugierten Tetraeder, das heisst, sie möge auf 
vier reellen Quadrikegeln liegen. Eine durch das Auge willkürlich gelegte 
Ebene schneidet dann c 4 in drei andern Puncten (zwei können imaginär 
wei den) und ihre Perspectivbilder fallen entweder alle drei auf die Schlangen- 
linie oder eines auf diesen Zweig, und die beiden andern auf das Oval. 
Wenn also eine Ebene die Curve c. in vier reellen Puncten schneidet, «o können die- 
selben sämmtlich ein und demselben Zweige angehören, oder zwei dem einen und 
zwei dem andern, und wenn eine Ebene die Curte nur in zwei redien Puncten trifft, 
so gehören dieselben stets zu einem Zug, Daraus folgt, dass eine Osculations- 
ebene eines Zuges denselben Zug nochmals trifft. * 

Aus der Betrachtung der vier Tangenten der eubischen Perspectivcurve, 
die von einem ihrer Puncte ausgehen, zieht man weiter das Resultat, dass 
man durch jede Gerade, welche auf der Curve in ztcei (reellen oder imaginär 
conjugierten) Puncten desselben Zuges aufsteht, vier Tangentialebenen legen kann, 
von denen zwei den einen Zug und zwei den andern berühren, teäftrend durch 
eine Gerade, die auf beiden Zügen aufsteht, keine reelle Tangentialebene hin- 
durchgeht. 

Jede Ebene des conjugierten Tetraeders schneidet die Curve C 4 in vier 
Puncten, Scheitel eines vollständigen Vierecks, dessen Gegenseiten sich in 
drei reellen Puncten (Scheitel des Tetraoders) treffen. Diese vier Durch- 
schnittspunete sind daher alle reell oder alle imaginär. Wenn aber anderer- 
seits ein Trieder einem Quadrikegel conjngiert ist, so gibt es eine Fläch ü 
des Trieders, welche den Kegel nicht trifft; also schneiden zwei Seitenebenen 
des Tetraeders die Curve 0 4 t« vier reellen Puncten und die beiden andern in 
vier imaginären Puncten 

Es ist leicht zu sehen, dass jede Quadriflüche des Büschels, dessen Bam 
C t ist, die durch einen beliebigen Punct des Raumes gelegt ist, der innerhalb 
oder ausserhalb nämmtlicher vier Kegel sich befindet , oder auch des Raumes, 
der innerhalb zieeier Kegel lugt, aber ausserhalb der beiden andern, eine RegeU 
fläche ist; wäJirend jede Quadrifläche, welche durch einen Punct gelegt ist, der 

^erhalb} *" " WCn ^TZhalb^ °"^ m ^ 

nicht icindschiefe Fläche darstellt. Weiter kann man durch einen beliebigen 
Punct des Raumes, der innerhalb oder ausserhalb sämmtlicher vier Kegel 
Hegt, zwei Gerade ziehen, die jede in zwei reellen oder imaginär conjugierten 
Puncten desselben Zuges der Cnrvc c 4 aufsteht, während durch jeden Punct 
des Raumes, der innerhalb zweier Kegel liegt und ausserhalb der beiden 
andern, zwei Gerade gehen, die jede den einen und den andern Zug schneidet. 
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281. Wir nehmen endlich an, die Curve c 4 «ei imaginär. In diesem Falle 
schneidet jede reelle Ebene die Curve C 4 in vier imaginären Puncten, Scheiteln 
eines vollständigen Vierecks, welches zwei reelle Seiten besitzt, während die 
beiden andern Paare von Gegenseiten nur den Durchschnittspunct reell haben. 
Es gibt also im Räume eine unbegrenzte Zahl von Puncten, durch die man 
zwei reelle Gerade ziehen kann, welche die Curve in zwei (natürlich imaginär 
conjugierten) Puncten treffen; und es gibt auch eine unbegrenzte Zahl von 
Puncten, für welche diese Geraden imaginär conjugiert sind. Es gibt daher 
eine reelle Fläche, den Ort der Puncte, für welche dieselben zwei Geraden 
zusammenfallen. Dieser Ort ist im Allgemeinen durch die vier Quadrikegel 
gebildet, welche durch c 4 gehen; in unsrem Falle gibt es daher wenigstens 
zwei reelle Kegel. 

Das conjugierte Tetraeder ist vollständig reell. In der That, ist a der Scheitel 
eines reellen Kegels, so schneidet die Polarebene von a (in Bezug auf die Quadri- 
flächen des Büschels von dem o 4 die Basis bildet) die Curve c 4 in einem 
imaginären Viereck, dessen Gegenseitenpaare drei reelle Durchschnittspuncte 
b, t, b haben. Nun ist aber abeb gerade das conjugierte Tetraeder. 

Beachtet man ferner, daas jede Seitenebene des Tetraeders einen der 
drei Kegel, deren Scheitel sie enthält, in zwei reellen Geraden schneidet and 
jeden der beiden andern in zwei imaginär conjugierten Geraden, und dass 
von den drei in den Scheitel eines reellen Kegels zusammenlaufenden Ebenen 
nur zwei diesen Kegel in reellen Geraden schneiden können, so sieht man 
leicht, dasa nur zwei Kegel reell sind ; die beiden andern, obwohl ihre Scheitel 
reell sind, sind imaginär. 

Die beiden reellen Kegel liegen völlig ausser einander. Die Flächen 
des Büschels, dessen Basis c 4 ist, welche durch die Puncte de« Raumes, der 
ausserhalb beider Kegel liegt, gehen, sind windschief, dagegen gelten durch die 
innerhalb beider Kegel liegenden Puncte nur nicht geradlinige Quadriflächen 
des Büschels. 

282. Somit gibt es drei verschiedene Arten der allgemeinen Raumcurvc 
vierter Ordnung und vom Geschlechte 1, nämlich: 

1. FalL — Reelle monogrammische Curve: Das conjugierte Tetraeder 
besitzt zwei reelle Scheitel; es gibt zwei reelle Quadrikegel, die durch die 
Curve gehen. 

2. Fall. — Reelle digrammische Curve: Kein Scheitel des Tetraeders 
ist reell; es existiert kein reeller Kegel. 

3. Fall. — Reelle digrammische Curve: Das Tetraeder hat alle vier 
Scheitel reell, welche auch vier reelle Kegel ergeben. 

Weiter liefert die Durchschnittscurve zweier reeller Quadriflächen, die 
■ich in keinem Puncte berühren, einen andern möglichen Fall: 

4. Fall. — Imaginäre Curve : Das Tetraeder hat alle vier Scheitel reell, 
aber es gibt nur zwei reelle Kegel. 
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28S. Wir kehren jetzt zu der allgemeinen eubischen Fläche F s zurück 
und bemerken nochmals, daas in allen fünf Arten, welche dieselbe darbieten 
kann (271), es immer drei reelle Gerade gibt, die in derselben Ebene liegen. 
Diese Geraden seien a, b, c. Die erste Polarflüche des Durchschnittspunctes 
o von b und c ist eine windschiefe Quadrifläche, die nicht blos durch die 
Geraden b, c geht, sondern F 3 auch noch in einer Raumcurve c 4 vierter 
Ordnung (Geschlecht 1) schneidet, Ort der Puncte, in denen F $ von Geraden 
berührt wird, die von o ausgeben. Diese Raumcurve trifft jede der Geraden 
b, c in zwei Puncten , die offenbar diejenigen sind , in welchen eine solche 
Gerade zwei Kegelschnitte auf der Fläche berührt. 

Die Curve c 4 ist die Basis eines Büschels von Quadriflächen , die F 3 
in Kegelschnitten schneiden, deren Ebenen durch die Gerade a gehen (255): 
also bilden diese Quadriflächen und die Ebenen durch a zwei projectivische 
Büschel, die zur Erzeugung der Fläche F 3 benutzt werden können. Wir 
weisen weiter darauf hin (255), das» die Ebenen durch a die Polarebenen 
des Punctes o in Bezug auf die entsprechenden Quadriflächen sind, dass also 
die eubische Fläche durch die Raumcurve C, und den Punct o vollständig 
bestimmt ist. 

Die andern 24 Geraden liegen zu zwei und zwei in den 12 dreifachen 
Tangentialebenen, welche durch a. b, c gehen. Unter diesen sind die 4 Ebenen 
durch a durch die Scheitel der 4 Quadrikegel bestimmt, die durch c. 
gehen, die andern sind die Ebenen, welche man durch b und c so ziehen 
kann, dass sie C 4 anderswo berühren (223). 

Jetzt gilt es, den Beweis zu führen, dass man, wenn man die Curve C 4 
und den Punct o zweckmässig wählt, alle fünf Arten der eubischen Flächen 
mittelst dieser Erzeugungsweise herleiten kann. 

284. Et sei die Curve C 4 reell, digrammisch und liege auf vier Quttdri- 
kegeln; der Punct o «ei ausserhalb aller vier Kegel geicählt: In diesem Falle 
gehen durch o nicht blos zwei reelle Sehnen b, c von o 4 (280), sondern die 
Polarebenen von o schneiden sich in einer Geraden a, welche jeden 
Kegel in reellen Puncten schneidet. Daraus folgt, dass durch a vier 
reelle dreifache Tangentialebenen von F 3 gehen (die Polarebenen von o in 
Bezug auf die vier Kegel), von denen jede ausser a noch zwei reelle Gerade 
enthält Man kann noch hinzufügen , dass (280) jede der Geraden b, c ein 
und denselben Zug von c 4 in zwei (reellen oder imaginären) Puncten schneidet, 
dass man also durch jede dieser Geraden vier Tangentialebenen an die Raum- 
curve legen kann, die daher für F 3 dreifach sind. Das ist aber ausschliess- 
liche Eigenschaft der ersten Art der eubischen Flächen (268), und also ent- 
hält jede von diesen acht dreifachen Tangentialebenen durch b oder durch 
c zwei neue reelle Gerade. Die erzeugte Fläche hat somit 27 reelle Gerade. 

Umgekehrt kann man beweisen, dass die für 0 4 und für den Punct o 
angenoromeuo Lage nothwendig ist, damit die erzeugte Fläche von der 
ersten Art sei. 

Cbumoma, Oberaichen 15 
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285. Ist die Curvc wieder reell, digrammisch und auf vier reellen Qua- 
drikegeln gelegen, aber der Punct o liegt innerhalb sämmtlidter vier Kegel, so 
haben wir noch Tier reelle dreifache Tangentialebenen durch jede der Ge- 
raden a, b, c (280). Da aber in diesem Falle die Gerade a (Durchschnitts- 
gerade der Polarebenen von o) vollständig ausserhalb sämmtlicher Kegel 
liegt, so folgt, dass jede von den vier Ebenen durch diese Gerade, da sie 
den entsprechenden Keyel nicht in reellen Geraden trifft, F 3 in zwei imagi- 
när conjugierteu Geradcu schneidet. Dieses Resultat Ut eine ausschliesslich« 
Eigenschaft der fünften Art (269), es enthält also jede von den acht Ebenen 
durch b und c ebenfalls ein imaginär conjugiertes Geradenpaar. Die erzeugt« 
Flüche entliält somit drei reelle Gerade und zwölf Faar imaginär conjugierte 
Gerade, die »ich schneiden. 

Umgekehrt kann man beweisen, dass man zur Erzeugung einer eubischen 
Fläche der fünften Art die Curve C 4 und den Punct o auf die eben ausein- 
andergesetzte Weise wählen muss. 

286. Die Cvrvc C, sei wietUr reell, digrammisch , und liege auf vier 
reellen Kegeln; der Punct o aber sei innerhalb zweier Kegel und ausserhalb 
der beiden andern angenommen; dann trifft die Gerade a nur die beiden letz- 
ten Kegel in zwei reellen Pnncten und jede der beiden Geraden b, c steht 
auf beiden Zügen von c 4 auf. Daraus folgt (280), dass durch a vier reelle drei- 
fache Tangentialebenen gehen, von denen nur zwei die Fläche F 3 in zwei andern 
reellen Geraden schneiden; durch b und c aber geht keine einzige reelle 
dreifache Tangentialebene. Dies ist eine ausschliessliche Eigenschaft der 
dritten Art. Die erzeugte Fläche hat also sieben reelle Gerade, zwei Paar ima- 
ginär conjugierte Gerade, die sich schneiden, und acht Paar imaginär conju- 
gierte Gerade, die sich nicht schneiden. 

Ea gibt noch zwei andere Weisen die eubische Fläche dritter Art zu 
erhalten: 1. Wenn o 4 reell, digrammisch und ohne reellen Quadriieegei ist; 
0 ist in diesem Falle völlig willkürlich; 2. Wenn C 4 imaginär ist und der 
Punct o ausserhalb der beiden reellen Kegel liegt. 

287. Es sei C 4 eine reelle monogrammische Curve, und der Punct 0 liege 
ausserhalb der beiden reellen Quadrikegel, welche durch die Curve gehen: in 
diesem Falle gibt es (277) zwei reelle Ebenen durch a, von denen jede zwei 
andere reelle Gerade enthält; ebenso gibt ea durch jede der Geraden b,c 
zwei reelle Ebenen. Das ist eine ausschliessliche Eigenschaft der zweiten 
Art, nnd es folgt also, dass jede von den vier reellen Ebenen durch b oder 
durch c die Fläche F t in zwei andern reellen Geraden schneidet. Die er- 
zeugte Fläche hat also fünfzehn reelle Gerade und sechs Paar imaginär con- 
jugierte Gerade, die sich nicht sehneiden. 

Umgekehrt kann man beweisen, dass die für c 4 und den Punct o ge- 
troffene Wahl nothwendig ist, um eine eubische Fläche zweiter Art zu er- 
halten. 
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288. Endlich nehme man an, es sei die Curve C 4 reell und monogra- 
misch, und der Punct a liege innerhalb beider reeller Kegel. In diesem Falle 
gehen (277) durch jede der Geraden o, b, c nur zwei reelle Ebenen , und 
jede von diesen beiden Ebenen durch a enthält zwei imaginär conjugierte 
Gerade. Wir treffen hier also auf die vierte Art, und folglich liefert auch 
jede reelle Ebene durch b oder c zwei imaginär conjugierte Gerade. Die 
erzeugte Fläche hol also drei reelle Gerade, sechs Paar imaginär conjugierte 
Gerade, die sich schneiden, und sechs Paar imaginär conjugierte Gerade, die 
sich nicht schneiden. 

Und umgekehrt, will man eine eubische Fläche vierter Art erhalten, so 
mots man die Curve c, und den Punct o in der Art auswählen, die wir 
soeben auseinandergesetzt haben. 

289. In dem Vorhergehenden ist überall vorausgesetzt , dass man als 
Grundlage der Operationen eine dreifache Tangentialebene mit drei reellen 
Geraden ausgewählt habe, und wir haben dann gezeigt, dass es sodann mög- 
lich ist, alle fünf Arten der allgemeinen eubischen Fläcfie zti erzeugen. 

Wollte man aber von einer reellen dreifachen Tangentialebene ausgehen, 
die nur eine reelle Gerade a enthält und zwei imaginär conjugierte Gerade 
b, c, so wäre es nicht mehr möglich, die erste und zweite Art zu erhalten, 
denn diese Arten lassen kein Paar imaginärer Geraden zu, die sich schneiden. 
Dagegen kann man die drei andern Arten, wie folgt, construieren : 

Die dritte Art: 0 4 ist reell und digrammiach mit vier reellen Kegeln; 
der Punct o liegt ausserhalb dreier Kegel aber innerhalb des vierten; 

Die vierte Art: c 4 ist reell und monogrammisch und der Punct o liegt 
innerhalb des einen der beiden Kegel und ausserhalb des andern; endlich 

Die fünfte Art: C 4 ist reell und digrammisch mit vier reellen Kegeln; 
der Punct o liegt innerkalb dreier Kegel und ausserhalb des vierten; man er- 
hält sie auch , wenn c 4 imaginär ist, und o innerhalb des einen reellen Kegels 
liegt und imsserhalb des andern. 
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ZUSATZ ZU NO. 214. 

Von den beiden eubischen Curvcn, welche der Hessiana und zwei con- 
jugierten Ebenen der Involution gemeinschaftlich sind , enthält die eine die 
Puncte c, ö' und die andere die Puncte (', fc (208); folglich stnd die beiden 
eubiseben Curven entsprechende Curvcn (1<>8). Dem ebenen Schnitte, der 
aus der ersten eubischen Curve und der Geraden p besteht, entspricht (199) 
das durch die andere eubische Curve und die drei Geraden p v p r p s die im 
Puncte p zusammenlaufen, gebildete System. Kolglich: 

DÜ eubischen Curvcn, die man aus der Hessiana mittelst Ebenen schneidet, 
welche durch die Gerade p gehen, sind zu zwei und zieei correspondierende 
Curven. Zwei entsprechende mbische Curven werden vorn funetc p aus mittelst 
desselben Kegels gesehen, der /o/glich die gemischte eubische Polarjläche der 
Ebenen beider Curven ist. 

Ist die schneidende Ebene eine der Doppelebonen der Involution, 60 
entspricht die eubische Curve, welche dann als Durchschnitt mit der Hessi- 
ana resultiert, sich selbst; das heisst, ihre Puncte c, c' sind zu zwei und zwei 
entsprechend. Offenbar ist diese Curve die Hessiana der eubischen Curve, 
längs deren die nämliche Ebene die Fundamentalfläche schneidet. Die Polar- 
ebene von c berührt die Hessiana in r' (183) und gebt folglich durch p; 
also liegen (6) alle Puncte c auf der ersten Polarfläche von p. Daraus 
schliesst man, dass die erste Polarfläche von p aus den Doppelebencn der 
Involution zusammengesetzt ist, von denen in No. 214 gesprocheu wurde. 

Wir fügen noch hinzu, dass sämmtliche gemeine und gemischte eubische 
Polarflächen der durch p gehenden Ebenen in p einen Doppelpunct und ausser- 
dem drei andere Doppelpuncte besitzen, die in ein und derselben Ebene durch 
p und bezüglich auf den Geraden /',,/> 3 , p 3 liegen. Eine solche Fläche geht 
in einen Kegel über, wenn sie sich auf zwei conjugierte Ebenen der oben- 
genannten Involution bezieht. 



Druck toi» J. Dräg.n Buchdruckerei (C. F eicht ) in Berlin. 
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